









前言

目前，国内的固体物理教材领域呈现百花齐放的繁荣景象。其中陆栋、蒋平、徐至中编著的《固体物理学》曾获得国家教委优秀教材一等奖，并被列为普通高等教育 “十一五”国家级规划教材；黄昆编著、韩汝琦改编的《固体物理学》也先后获得全国优秀教材特等奖及国家级科学技术进步二等奖；Charles Kittle编著、吴代鸣译著的《固体物理导论》、Ashcroft和Merlin编著的《Solid State Physics》也是广受好评的经典教材；王矜奉主编的《固体物理教程》颇受学生欢迎，许多高校也陆续出版了面向本校学生的固体物理教材。但传统的固体物理教材一般理论深奥，大多是为物理专业学生编写，对缺乏坚实的量子力学、统计物理学基础的工科学生而言难度较大。市面上更是缺乏面向非物理专业学生的重视固体物理思想脉络的学习指导书。基于此，编者带领的教学团队结合多年的教学实践成果，着手编写《固体物理学习指导及习题集》一书。

编者认为，固体物理学是一门理论性较强、体系庞大、较为抽象的学科，同时也是物理学中应用极广泛、内容极丰富的分支学科，更是固体材料和固体器件的基础学科，在发展尖端科学技术方面起着重大作用。尤其是对于材料、电子等工科专业大学生而言，是很重要的专业基础课。考虑到学生的学习难度，一本好的固体物理学习指导与习题集就显得尤为重要。

本书依照陆栋、蒋平、徐至中编著的《固体物理学》教材的第1～7章知识体系编写而成，而不包含8～15章专题部分。这是因为，陆栋、蒋平、徐至中编著的《固体物理学》共15章，分两部分：一部分是基础内容部分，包含晶体结构、晶体中的衍射、晶体的结合、晶格振动和晶体的热学性质、晶体中的缺陷、金属电子论和周期场中的电子态共7章内容，适合普通高等院校本科生的专业基础知识学习；另一部分为专题化研究，介绍了近几十年来固体物理学的重要发展，更加适合研究生学习。因此，本书只阐述固体物理的基础内容部分，不包含第8～15章的专题研究。

本书内容包含两个模块：一是每章节的内容概述部分，对基本概念、物理模型和简明处理方法进行细致地介绍；二是各章节汇总整理的经典固体物理习题，阐明不同题型的解题方法和技巧。书中选取的部分题目，是教学团队在长期的实践教学和研究基础上编写而成的，有些接近实际的研究课题，在本书中也一并体现。

本书的很多内容是基于编者在长期的教学和科研工作的实践体会和积累，书中的内容也参考了大量国内外相关领域的图书和文献。引用了参考文献中的部分内容和数据，在此特向书刊作者由衷地致以谢意。在本书的撰写过程中，我们也有幸得到了很多人的帮助和支持。首先感谢华北电力大学可再生能源学院太阳能中心各位老师的帮助和指导；此外，本书是在中国水利水电出版社的大力支持下出版的，编者对于出版社各位老师的辛勤付出表示衷心地感谢。

由于编写时间仓促、水平有限，书中难免会存在不妥和不足之处，殷切希望各位专家学者和广大读者批评指正，您的指正是本书日臻完善的动力！

编　者

2017年4月15日



目　录

前言

第一章　晶体结构

学习目标

学习内容概述

一、晶体的特征

二、晶体结构及其描述

三、原胞的分类

四、晶面和密勒指数

五、配位数、密堆积、致密度

六、典型的晶体结构

七、晶体的对称性

八、7大晶系和14种布拉菲格子

思考题

计算题

第二章　晶体中的衍射

学习目标

学习内容概述

一、倒格子的定义

二、倒格子与正格子的关系

三、布里渊区的几何定义和性质

四、X射线衍射理论基础

思考题

计算题

第三章　晶体的结合

学习目标

学习内容概述

一、重要的名词

二、晶体结合力普遍特征

三、双原子间相互作用势能和作用力

四、N 个原子组成的晶体相互作用势能

五、由相互作用势能可以求的几个参量

六、晶体五种基本结合类型

思考题

计算题

第四章　晶格振动和晶体的热学性质

学习目标

学习内容概述

一、重要概念

二、一维原子链的振动

三、格波的量子理论

四、声子的概念和应用

五、晶格比热容

六、晶体的物态方程和热膨胀

思考题

计算题

第五章　晶体中的缺陷

学习目标

学习内容概述

一、缺陷的类型

二、热缺陷数目的统计

三、热缺陷的产生方式

思考题

计算题

第六章　金属电子论

学习目标

学习内容概述

一、固体中电子能量的理论的三个发展阶段：经典电子论、量子电子论和固体能带论

二、金属自由电子气的量子理论

三、电子气的比热

四、玻尔兹曼方程

五、霍尔效应

六、功函数与电子亲和势

七、自由电子气模型的局限性与能带理论导论

思考题

计算题

第七章　周期场中的电子态

学习目标

学习内容概述

一、能带理论

二、布洛赫定理

三、近自由电子近似

四、紧束缚近似

五、电子的准经典运动

六、导体、半导体及绝缘体的能带解释

七、费米面的构造法

思考题

计算题

附录A　常用物理常数表

附录B　参考符号表

参考文献


第一章　晶体结构

学习目标

通过本章学习，了解固体材料的分类，晶体的特性、分类及其周期性表示方法，掌握一些典型的晶体结构的周期性特征及其描述方法；了解7大晶系、14种布拉菲格子及其特征；理解和掌握晶向和晶面的表示方法及面间距的计算、晶体结构的对称性特征及其描述方法，熟悉有关晶体结构的基本分析与计算。

本章重点难点：晶体结构的周期性特征及其描述方法、晶体结构的对称性特征及其描述方法。

学习内容概述

一、晶体的特征

1.微观特征

固体材料按原子排列结构可以分为晶体、非晶体和准晶体。晶体是指原子按照一定的周期排列规则的固体，具有长程有序及平移对称性的特点；非晶体不具备长程有序的特点，但具有一定的短程有序特点；准晶体具有长程的取向性与准周期平移序，而无长程的平移对称性。

2.宏观特征

自限性、解理性、晶面角守恒、均匀性、各向异性、对称性、固定的熔点。

二、晶体结构及其描述

一个理想的晶体是由完全相同的结构单元在空间作周期性重复排列而形成的。所有晶体结构都可以用晶格来描述，这种晶格的每个格点上附有一群原子，这样的一个原子群称为基元，基元在空间周期性重复排列就形成晶体结构。



1.晶格

晶体的内部结构可以抽象为由一些相同的几何点在空间有规则地做周期性无限排列所形成的点阵列。简而言之，晶格是晶体结构周期性的数学抽象。

在三维空间内用矢量表示格矢Rn为



式中：n1、n2、n3为任意整数；a1、a2、a3为晶体对应原胞的基矢；Rn可以描述晶格中某点的空间位置，也是晶体周期性的数学表达。

2.基元

在晶体中适当选取重复排列的最小原子群作为一个基本结构单元，这个基本结构单元称为基元。基元在空间点阵内作周期性重复排列就形成晶体结构。

3.格点

晶格中的点子代表着晶体结构中环境相同的位置，称为格点。格点是一种数学抽象，一个格点代表一个基元，它可以代表基元重心的位置，也可以代表基元中任意的点子。

三、原胞的分类

以下阐述均基于较为普遍的三维晶格，一维、二维的情况也适用。

1.固体物理学原胞（简称原胞）

晶体中最小的周期性单元称为原胞。

（1）构造方法：选取某一格点为原点，由此点向近邻的三个格点作三个不共面的基本矢量（也称基矢）a1、a2、a3，再以这三个矢量为边作平行六面体，即为固体物理学原胞。

（2）特点：格点只在平行六面体的顶角上，面上和内部均无格点，每个固体物理学原胞只包含一个基元。它是反映晶体结构周期性的最小重复单元。

注意以下两点：①原胞的选取不是唯一的，但要保证原胞体积是相等且最小的，并保证原胞只包含一个基元；②原胞只能包含一个格点，但其内部可以有原子分布（如金刚石结构）。

（3）原胞体积：



2.结晶学原胞（亦称单胞、晶胞、惯用晶胞）

为了反映晶体的对称性而取得的具有较大周期的结构单元。

（1）构造方法：使三个基矢的主轴尽可能地沿空间对称轴的方向。它具有明显的对称性和较大的周期性。

（2）特点：结晶学原胞不仅在平行六面体顶角上有格点，面上及内部亦可有格点。其体积是固体物理学原胞体积的整数倍。

（3）基矢：结晶学原胞的基矢一般用a、b、c表示。

（4）晶胞体积：



3.维格纳-塞茨（W-S）原胞

（1）构造方法：以一个格点为原点，作原点与其他格点连线的中垂面（或中垂线），由这些中垂面（或中垂线）所围成的最小体积（或面积）单元，即为W-S原胞。

（2）特点：W-S 原胞是晶体体积的最小重复单元，每个W-S 原胞只包含一个格点。

（3）体积：与固体物理学原胞体积相同。


四、晶面和密勒指数

1.晶列及晶列指数

通过晶格中任意两个格点连一条直线称为晶列，晶列的取向称为晶向，表示晶向的一组数称为晶向指数（或晶列指数），指的是相互平行的直线族。对于指数为负数的情况，则在该数上方加一横线。

2.晶面及晶面指数

在晶格中，通过任意三个不在同一直线上的格点作一平面，称为晶面，描写晶面方位的一组数称为晶面指数，指的是相互平行的晶面族。

以晶胞基矢为坐标轴来表示的晶面指数称为密勒指数，用（hkl）表示。

五、配位数、密堆积、致密度

1.配位数

一个粒子周围最近邻的粒子数称为配位数。它可以描述晶体中粒子排列的紧密程度，粒子排列越紧密，配位数越大。可能的配位数有12、8、6、4、3、2。

2.密堆积

如果晶体由完全相同的一种粒子组成，而粒子被看作小圆球，则这些全同的小圆球最紧密的堆积称为密堆积。密堆积的配位数最大为12。密堆积有六角密积和立方密积。六角密积排列方式为ABAB……；立方密积ABCABC……。

3.致密度ρ

如果把直径均为d的硬球放置在晶体结构中原子所在的位置上，球的体积取得尽可能大，以使最近邻的球相切。我们把一个体积为V 的晶胞中被n 个硬球占据的体积和晶胞体积之比称为致密度（堆积比率或最大空间利用率）：



六、典型的晶体结构

常见的晶体结构见表1-1。

表1-1　典型晶体结构及其特征



续表


七、晶体的对称性

1.对称操作

一个晶体在经某一变换后，晶格中格点在空间的分布保持不变，这一变换称为对称操作。一个晶体的对称操作数目越多，其对称性越高。

对称操作分为两类：平移对称操作和点对称操作。

2.点群对称操作的性质

（1）必须具有不变操作。

（2）如果具有两个对称操作A和B，则这两个相继连续操作的组合仍为一个对称操作。

（3）如果A为对称操作，其逆操作也是对称操作。

（4）如果A、B、C为对称操作，则先操作C 后A与B的组合与先操作B 与C 的组合再操作A的效果一致。

这些性质与数学中群的性质相符。因此，常用对称群来描述晶体的性质。由于晶体的所有宏观对称操作都不改变一个特殊点的位置，常称宏观对称性为晶体的点群，晶体点群有32种。

3.独立的对称操作

独立的对称操作共有如下8种：

5种旋转对称操作：1、2、3、4、6度旋转对称操作，常用C1、C2、C3、C4、C6表示。

中心反映（1种）：用i表示。

镜像反映（1种）：用m 表示。

4度旋转反演轴（1种）：用或S4表示。

用这8种独立的对称操作任意组合，构成32种不重复的组合操作。这是晶体可以分为32个点群的直接依据。

4.n度螺旋轴和滑移反映面

独立对称操作加上n 度螺旋轴和滑移反映面组成230种空间群。

八、7大晶系和14种布拉菲格子

晶系：在结晶学中把晶胞基矢a、b、c满足同一类要求的一种或数种布拉菲格子称为一个晶系。4种基本布拉菲格子及其晶胞中的格点数见表1-2。

表1-2　4种基本布拉菲格子及其晶胞中的格点数


但由于晶体对称性的限制，并非每一晶系都含有这4种布拉菲格子。共有7大晶系，其中包含14种布拉菲格子。晶系的选取方法由晶胞基矢及其夹角确定，晶系与布拉菲晶胞见表1-3与图1-1。

注：需要强调的是，布拉菲格子种类的划分是基于对称性。因此可以说“在反映对称性的前提下，有且仅有14种布拉菲格子”。

表1-3　晶系与布拉菲晶胞



图1-1　14种布拉菲格子的晶胞


本章内容涉及非常多的基本概念，常以名词解释的形式出现。因此，编者将很多概念以思考题的形式呈现出来，希望能启发读者思考并加深理解。

思考题

1-1　试述晶体、非晶体、准晶体、多晶体和单晶体的特征性质。

答：晶体材料中的原子有规律的周期性排列，或称为长程有序；非晶体材料中的原子不是长程有序地排列，但在几个原子的范围内保持着有序性，或称为短程有序。准晶体是介于晶体和非晶体之间的固体材料，其特点是具有长程取向序，但不具有平移周期性。

另外，晶体又分为单晶体和多晶体：整块晶体内原子排列的规律完全一致的晶体称为单晶体；而多晶体则是由许多取向不同的单晶体颗粒无规则堆积而成的。

1-2　什么是原胞与晶胞？各自按晶体的什么特性选取的？

答：原胞与晶胞：晶体中最小的周期性单元称为原胞（以平移周期性出发选取的最小单元）；为了反映晶体的对称性而取得具有较大周期性的单元，称为结晶学原胞，简称晶胞，亦称单胞。因此，原胞选取的原则是考虑晶体的周期性；而晶胞选取的原则是同时考虑晶体的周期性与对称性。

1-3　分别阐述结点和基元的概念，并分析二者间的关系与区别。

答：晶体学上常用一些相同的点子代表晶体结构中周围环境和附近原子相同的位置。这样的几何点称为结点。这是一种针对晶体结构的数学抽象。在晶格中结点也被称为格点。

晶体的基本结构单元被称为基元。一般基元内含有一种或一种以上的原子，因此，基元反映了晶体实际的基本结构，而非数学抽象。

二者的区别：结点是一种数学抽象，而基元是反映了晶体实际的基本结构。

二者的联系：

（1）结点与基元是一一对应的。

（2）结点可以取基元的重心，也可以取在基元的其他点上，只要保持结点在各基元中的位置都相同即可。因此，每个结点周围的情况都相同。

（3）结点的周期性，代表了基元的周期性。

1-4　分别阐述布拉菲格子、简单格子、复式格子的概念，并分析三者间的区别。

答：晶体的内部结构可以视为由一些相同的点在空间有规则地作周期性的无限分布，这些点的总体称为布拉菲点阵。布拉菲点阵是对实际晶体结构的数学抽象。

晶格：沿三个不同方向通过布拉菲点阵中的阵点作平行的直线系将所有阵点包括无遗，点阵便构成一个三维网格。这种三维网格就是布拉菲格子，也称晶格。

在格点处安置基元，即考虑了晶体的真实结构。可以依据基元所包含的原子，划分出简单格子和复式格子。晶格点阵与实际晶体结构的关系可总结为：晶格点阵+基元=实际晶体结构。

如果晶体的基元仅含有一种原子，称这种格子为简单格子。由于基元中只有一种原子时，可以认为格点全同，因此也常常将简单格子称为布拉菲格子。


如果晶体的基元含有两种或两种以上原子（可以是不同元素的原子，也可以是同种元素但周围化学环境不同的原子，如金刚石的基元），每种原子组成一个简单格子，错开一定的距离套构在一起，由此组成的格子称为复式格子。

简单格子与复式格子的基本区别是：简单格子中每个原子或者离子都是等价的，复式格子在晶体结构中有不等价的原子或离子。

三者的联系是：简单格子与复式格子都有自己的布拉菲格子。

1-5　什么是结点和晶格？晶格和晶体有什么不同？

答：晶格中的点代表着晶体结构中相同的位置，称为结点，这是一种数学上的抽象。

晶格：点阵连成的网格，也是一种数学抽象。

晶体与晶格：晶体是原子、离子或分子按照一定的周期性在空间排列，在结晶过程中形成具有一定规则的几何外形的固体；晶体内部结构中的质点（原子、离子或分子）有规则地在三维空间呈周期性重复排列，组成一定形式的晶格。

1-6　怎样简单地表示晶列和晶面？什么是密勒指数？为什么六角密排用（hklm）表示？

答：通过晶格中任意两个格点连一条直线称为晶列，晶列的取向称为晶向，表示晶向的一组数称为晶向指数（或晶列指数），如［100］、［110］、［111］等。

在晶格中，通过任意三个不在同一直线上的格点作一平面，称为晶面，描写晶面方位的一组数称为晶面指数。以晶胞基矢a，b，c 为坐标轴来表示的晶面指数，称为密勒指数。

对于六角晶体，由于其六角面上的特殊对称性，通常采用四个晶胞基矢，晶面指数也相应地相对于这四个基矢标定，于是六角密排面用（hklm）表示。

1-7　金刚石是碳原子组成的，为什么是复式格子？

答：在金刚石晶胞中，由于位于四面体中心的C 原子和顶角C 原子价键的取向各不相同（即中心原子和顶角原子周围的情况不同），所以是复式格子，这种复式格子是两个面心立方布拉菲格子套构而成的。

1-8　什么是晶系？它有哪几种？各种晶系有几种布拉菲格子？根据对称性，共有多少种点群和空间群？

答：晶系：在结晶学中把晶胞基矢a，b，c满足同一类要求的一种或数种布拉菲格子称为一个晶系。按晶胞划分，共有7大晶系，分别为三斜晶系、单斜晶系，三角晶系、正交晶系、四角晶系（正方晶系）、六角晶系、立方晶系。

三斜晶系包含简单三斜一种布拉菲格子；单斜晶系包含简单单斜和底心单斜两种布拉菲格子；三角晶系包含三角一种布拉菲格子；正交晶系包含简单正交、底心正交、体心正交和面心正交四种布拉菲格子；四角晶系（正方晶系）包含简单四角和底心四角两种布拉菲格子；六角晶系包含六角一种布拉菲格子；立方晶系包含简立方、面心立方、体心立方三种布拉菲格子。共计14种布拉菲格子。

结合对称性，晶体学中共划分出32点群和230种空间群。

1-9　什么是密堆积，配位数，致密度？六角密排和金刚石结构的配位数各是多少？

答：密堆积：如果晶体由完全相同的一种粒子组成，而粒子被看作小圆球，则这些全同的小圆球最紧密的堆积称为密堆积。

配位数：一个粒子周围最近邻的粒子数称为配位数。它可以描述晶体中粒子排列的紧密程度，粒子排列越紧密，配位数越大。

致密度：把晶胞内的粒子看成全同且相切的硬球，晶胞内硬球所占体积与晶胞体积之比称为致密度（堆积比率或最大空间利用率）。

根据表1-1可知，六角密堆积的配位数是12，金刚石结构的配位数是4。

1-10　什么是解理面？解理面是指晶面指数低的晶面还是晶面指数高的晶面？为什么？

答：晶体均有按固定晶面劈裂的性质，该劈裂面称之为解理面。解理面一般是指晶面指数低的晶面，这是因为既然晶体容易沿解理面劈裂，说明平行于解理面的原子之间的结合力弱，即平行于解理面的原子间距大。以正交晶系的晶面间距公式为例，晶面指数为（hkl）的晶面间距为



很显然，晶面指数越低，h，k，l的值越小，晶面间距越大，平行于解理面的原子之间的结合力越弱。所以解理面一般是晶面指数低的晶面。

1-11　什么是晶体的对称性和对称操作？晶体有哪几种对称操作？怎样判断一个体系对称性的高低？

答：晶体对称性：根据晶体的对称元素进行对称操作，能使其等同部分产生规律性的重合特性称之为晶体的对称性。

对称操作：使一个晶体在经某一变换后，晶格中格点在空间的分布保持不变，这一变换称为对称操作。晶体中允许的旋转对称轴只能是1、2、3、4、6度旋转对称轴。

对称性可用体系所有的对称操作的集合来描述，一个体系可具有的对称操作越多，其对称性就越高。

1-12　为什么在对称元素中，只有C1、C2、C3、C4、C6、i、m 及S4是独立的，其他结构都不是独立的？晶体学点群共有多少个？

答：在晶体的对称性操作中，独立的对称操作共有8种，分别为C1、C2、C3、C4、C6、i、m 及S4。而其余的对称性操作，都可以由这8种操作中任意组合完成，在不考虑平移对称性时，晶体的对称性操作有32种，即晶体可分为32个点群。

1-13　六角密积属何种晶系？一个晶胞包含几个结点？几个原子？一个原胞包含几个结点？几种原子？其配位数为多少？

答：六角密积属于六角晶系，一个晶胞包含三个结点，六个原子；一个原胞包含两种原子，一个结点。配位数为12。

1-14　晶面指数为（123）的晶面ABC 是离原点O 最近的晶面，OA、OB 和OC 分别与基矢a1，a2，a3重合，除O 点外，OA、OB 和OC 上是否有格点？若ABC 面的指数为（234），情况又如何？

答：根据密勒指数的定义，晶面指数为（123）晶面族中离原点O 最近的晶面ABC在原胞基矢a1，a2，a3上的截距分别为a、其中a 为晶格常数。所以只有A点是格点。

若ABC 面的指数为_（234）_的晶面族，则A、B 和C 都不是格点。

1-15　请问晶面（210），（111）和（012）是否属于同一晶带？若是同一晶带，其带轴方向的晶列指数是什么？

答：_由晶带的性质“若晶面属于同一晶带，则由它们构成的行列式值为0”可知，求出晶面和（012）所构成的行列式的值即可。



因此晶面和（012）属于同一晶带。

晶带中任意两晶面的交线方向即是带轴的方向。设带轴方向的晶列指数为［l1l2l3］，则



故带轴方向的晶列指数为

1-16　带轴为［001］ 的晶带各晶面，其晶面指数有何特点？

答：由带轴和晶带定义可知，带轴为［001］的晶带各晶面平行于［001］方向，即各晶面平行于原胞坐标系的a3轴或晶胞坐标系的c轴，在该轴的截距为0。根据密勒指数定义，各晶面的晶面指数形式为（hk0），即第三个数字一定为0。

1-17　体心立方结构的晶体中，［111］ 方向上的结晶学周期为多大？实际周期为多大？

答：在结晶学中，晶胞基矢为a，b，c，只考虑由格矢Rl=l1a1+l2a2+l3a3构成的格点。因此，体心立方结构［111］方向上的结晶学周期为但实际周期为因为体心位置有原子。

1-18　面心立方结构的晶体中最小的晶列周期为多大？该晶列在哪些晶面内？

答：周期最小的晶列一定在原子面密度最大的晶面内。根据密堆积模型，则原子面密度最大的晶面就是密排面。在面心立方结构晶体中，｛111｝是一个密排晶面族，最小晶列周期为根据晶面族的性质，周期最小的晶列处于｛111｝族的晶面内。

1-19　氯化钠与金刚石型结构是复式格子还是布拉菲格子，各自的基元是什么？写出这两种结构的原胞与晶胞基矢，设晶格常数为a。金刚石是碳原子组成的，为什么是复式格子？画出氯化钠晶体的结点所构成的布拉菲格子。

答：氯化钠与金刚石型结构都是复式格子。氯化钠的基元是由一个Na+和一个Cl-组成的离子对；金刚石的基元是由面心立方顶点的一个C 原子和体对角线处的一个C 原子组成的一个C原子对。

氯化钠与金刚石的布拉菲格子均为面心立方晶格，设沿立方边的单位矢量分别为：i，j，k。所以其原胞基矢写为




其晶胞基矢为



金刚石晶胞中由于位于四面体中心的原子和顶角原子价键的取向各不相同（即中心原子和顶角原子周围的情况不同），所以是复式格子，这种复式格子是两个面心立方格子套构而成的。

氯化钠结构：面心立方Na+布拉菲格子和面心立方Cl-的布拉菲格子套构而成的复式格子，其布拉菲格子如图1-2所示。


图1-2　氯化钠的布拉菲格子


图1-3　石墨层中碳原子的六角网状结构

1-20　石墨层中的碳原子排列成如图1-3所示的六角网状结构，试问它是简单格子还是复式格子？为什么？并说明这一结构所对应的二维布拉菲点阵。

答：石墨层中原子排成的六角网状结构是复式格子。因为上右图中相邻点A和点B的格点在晶格结构中所处的地位不同，并不完全等价，平移A→B 后，晶格结构不能完全复原（六边形中心没有原子）。

很显然，石墨结构对应的布拉菲格子是二维六角格子，并且是由两个六角格子套构而成的复式格子。一个原胞内包含两个碳原子。

1-21　在空间直角坐标系中，若其平移周期性满足矢量Rl=l1i+l2j+l3k，其中i，j，k为单位矢量，且li（i=1，2，3）为整数。问下列情况属于什么点阵：

（1）当li为全奇或全偶时。

（2）当li之和为奇数或偶数时。

（3）当li之和为奇数的位置上有负离子，li之和为偶数的位置上有正离子时。

答：不妨取一晶格常数为1的简单立方原胞（图1-4），即


图1-4　简立方的原胞结构



根据晶体的平移周期性，可知晶格中的格点都可用如下正格矢表示：




其中l1，l2，l3=0，±1，±2，…

（1）当li（i=1，2，3）为全偶时，不妨记li=2ni，则正格矢为



可见当li（i=1，2，3）为全偶时，此晶体是晶格常数为2的简单立方点阵。

同理，当li（i=1，2，3）为全奇时，不妨记li=2ni+1，正格矢写为



可见当li（i=1，2，3）为全奇时，此晶体当li（i=1，2，3）为全奇时的点阵整体平移一个的矢量后得到的晶格常数为2的简单立方点阵。

值得一提的是，将上述两个点阵叠加之后，得到晶格常数为2的体心立方点阵。

（2）当li之和为偶数时，不妨设l1+l2+l3=2N，则正格矢为



不妨再设n1=E-l1，n2=E-l2，n3=E-n1-n2，则正格矢为



可见该点阵是晶格常数为2的面心立方结构。

同理，当li之和为奇数时，正格矢为



可见该点阵依然是晶格常数为2的面心立方结构。

（3）当li之和为奇数的位置上有负离子，li之和为偶数的位置上有正离子时即为（2）中的点阵的叠加，因此该离子晶格为NaCl型复式格子。

1-22　从晶体对称性角度解释以下现象：

（1）四角晶系中没有底心四角点阵。

（2）立方晶系中没有底心立方点阵。

（3）六角晶系中只有简单六角点阵。

答：（1）因为在简单四角格子内加底心，会失去C4轴，不再属于四角格子的对称性。

（2）因为在简单立方格子内加底心，会失去四条C3轴，不再具有立方格子的对称性。

（3）因为在简单六角格子内加底心，会失去C6轴，不再具有六角格子的对称性。

注：可以按照这个思路，一一排除总共4×7=28个可能组合中对称性不独立的布拉菲格子，从而证明七大晶系仅有14种独立的布拉菲格子。

计算题

1-23　六角密堆积结构可取四个原胞基矢a1，a2，a3与c，如图1-5所示。

（1）试写出O′A1A3、A1A3B3B1、A2B2B5A5和A1A2A3A4A5A6这四个晶面所属晶面族的晶面指数（hklm）。

（2）晶面指数（hklm）代表一个晶面在基矢a1，a2，a3的截距分别为在c轴上的截距为



图1-5　六角密堆积的晶胞结构

证明：h+k=-l。

注：晶面指数的确定过程为：找截距、求倒数、化为互质的整数。

解：（1）找出各个面在四个轴上的截距即可。

O′A1A3面在四个原胞基矢上的截距分别为1、1、-、1，因此其晶面指数为

A1A3B3B1面在四个原胞基矢上的截距分别为1、1、∞，因此其晶面指数为

A2B2B5A5面在四个原胞基矢上的截距分别为1、-1、∞、∞，因此其晶面指数为

A1A2A3A4A5A6面在四个原胞基矢上的截距分别为∞、∞、∞、1，因此其晶面指数为（0001）。

（2）证明过程如下：

设d是晶面族｛hklm｝的晶面间距，n 是晶面族的单位法向量。晶面族｛hkml｝中最靠近原点的晶面在a1，a2，a3与c轴上的截距分别为且在同一晶面上。因此得



整理有



又由a1，a2，a3的矢量关系：



故有



因此h+k=-l得证。

1-24　如将等体积的硬球堆成下列结构，求证球体可能占据的最大体积与总体积的比（即致密度）为：

简立方：；体心立方：；面心立方：；六角密积：金刚石：

证明：设晶格常数为a，最大球半径为Rm，其体积为Vm，晶胞体积为V。球体可能占据的最大体积与总体积的比（即致密度）为ρ。

（1）当硬球堆成简立方结构时，V=a3，Rm=，一个晶胞内包含有一个原子。故有




因此致密度为



（2）当硬球堆成体心立方时，V=a3。

由于体心立方的体对角线等于4倍的最大球半径，故4Rm=且一个晶胞内包含两个原子，则



故致密度为



（3）当硬球堆成面心立方时，V=a3。

由于面心立方的面对角线等于4倍的最大球半径，故4Rm=。且一个晶胞内包含四个原子，则



故致密度为



（4）构成六角密堆积结构时，中间层的三个原子与底面中心原子恰构成一个正四面体，其高正好是其原胞基矢c的长度的一半，由几何知识得|c|=

由于原胞底面边长为2Rm，一个晶胞内包含两个原子，因此



晶胞的体积为



故致密度为



（5）构成金刚石结构时，V=a3，的体对角线长度等于两个最大球半径，即：2Rm=，一个晶胞中包含8个原子，因此




故致密度为



1-25　试用密堆积模型计算由同种原子构成的同体积的体心和面心立方晶体中的原子数之比。

解：设该原子的半径为r，晶胞的边长为a，如图1-6所示。则对于体心立方，有几何关系为



因此，一个体心立方晶胞的体积为

又因为一个体心立方晶胞包含两个原子，所以一个原子占的体积为



则单位体积晶体中的原子数为


图1-6　体心立方密堆积模型和面心立方密堆积模型

对于面心立方，有几何关系，所以一个晶胞的体积a3=，又因为面心立方一个晶胞包含四个原子，所以一个原子占的体积为



则单位体积晶体中的原子数为

因此，同体积的体心立方和面心立方晶体中的原子数之比为=0.919。

1-26　金刚石结构原子间的键间角与立方体的体对角线间的夹角相同，试用矢量分析的方法证明这一夹角为109°28′。


证明：如图1-7所示，沿晶胞基矢的方向建立坐标系，设晶格常数为a，选择体对角线和用坐标表示为｛a，a，-a｝和｛-a，a，a｝。其夹角的余弦为



因此



注：金刚石中的碳原子采取sp3杂化，则在金刚石晶胞体对角线处的碳原子处于由顶角和面心处碳原子构成的正四面体的中心，因此，键角的计算方法也可以使用余弦定理等其他几何方法。


图1-7　立方晶系体对角线示意图


图1-8　习题1-27解题示意图

1-27　试求面心立方结构（110）和（111）晶面族的原子数面密度，设晶格常数为a。

解：如图1-8所示，面ABCD 即（110）面，面CDE 即为（111）面。



1-28　若在面心立方结构的立方体心位置上也有一原子，试确定此结构的原胞，每个原胞内包含几个原子，设立方边长为a。

解：这种结构中有五种不同的原子。顶角、体心上的原子是两种不同的原子，另外，面心上的原子前后、上下、左右的原子两两一组，是互不相同的原子，即此种结构的布拉菲格子为简立方。故此种结构共有五种不同的原子，整个面心立方就是一个原胞。每个原胞中的原子数为



1-29　底心立方（立方顶角与上、下底心处有原子）、侧心立方（立方顶角与四个侧面的中心处有原子）与边心立方（立方顶角与十二条棱的中点有原子）各属何种布拉维格子？每个晶胞包含几个原子？

解：这三种结构的布拉菲格子均为简立方结构，晶胞包含的原子数分别为



1-30　试证明六角密积结构中=1.63，并证明它的致密度与面心立方结构的致密度相同（后者说明两者均属于密堆积）。


图1-9　习题1-30解题示意图

证明：如图1-9所示，ABC 分别表示六角密积结构中间层的三个原子，D 表示底面中心的原子。DABC 构成一个正四面体，边长为a，DO⊥面ABC，则DO=



故有



六角密积的致密度与面心立方的致密度均为是相同的。

1-31　写出体心立方和面心立方晶体结构的金属中，最近邻和次近邻的原子数。若边长为a，写出单胞体积、原胞体积、最近邻和次近邻的原子间距。

解：体心立方和面心立方晶体结构的相关参数见表1-4。

表1-4　体心立方和面心立方晶体结构的相关参数



1-32　画出体心立方和面心立方晶体结构的金属在（100）、（110）、（111）面上的原子排布。

解：（1）体心立方：


图1-10　习题1-32（1）解题示意图

（100）面：图1-10（a）中3、4、8和7号原子所在的面，原子排布如图1-10（b）所示。

（110）面：图1-10（a）中2、4、8和6号原子所在的面，原子排布如图1-10（c）所示。

（111）面：图1-10（a）中2、4和5号原子所在的面，原子排布如图1-10（d）所示。

（2）面心立方：


图1-11　习题1-32（2）解题示意图

（100）面：图1-11（a）中3、4、8、7和13号原子所在的面，原子排布如图1-11（b）所示。

（110）面：图1-11（a）中2、4、8、6、9和10号原子所在的面，排布如图1-11（c）所示。

（111）面：图1-11（a）中2、4、5、9、12和14号原子所在的面，排布如图1-11（d）所示。

1-33　指出立方晶体中（111）面与（100）面，（111）面与（110）面的交线的晶向。

解：

（1）如图1-12（a）所示，（111）面与（100）面交线为BC，将BC 平移，使得B 点与坐标原点重合，则C 点的位置矢量为



则（111）面与（100）面交线的晶向矢量为



图1-12　习题1-33解题示意图

因此对应的晶向指数为

（2）如图1-12（b）所示，（111）面与（110）面交线为AB，将AB 平移，使得A点与坐标原点重合，则A点位置矢量为


图1-13　习题1-34解题示意图



则（111）面与（110）面交线的晶向矢量为-ai+aj，对应的晶向指数为［110］。

1-34　找出立方体中保持x 轴不变的所有对称操作，并指出它们中任意两个操作乘积的结果。



8个操作中任意两个的乘积结果仍为8个操作中的其中一个，见表1-5。

表1-5　习题1-34的对称操作



1-35　利用转动对称性，证明六角晶体的介电常数张量为



证明：晶体的宏观对称性是利用对称操作来描写的。描述晶体还原的对称操作的几何变换为正交变换，对应的变换矩阵为



并且=A-1，即转置矩阵等于逆矩阵。

证明：设六角晶体的介电常数张量为



并且满足ε=εA-1。

对六角晶体，绕x 轴（即a 轴）旋转180°和绕z 轴（即c轴）旋转120°都是对称操作，坐标变换矩阵分别为



由ε=εAx可得



因此ε12=ε13=ε21=ε31=0，即



将上式代入ε=εAx可得




因而



故六角晶体的介电常数为



1-36　试比较面心立方晶格、金刚石晶格、闪锌矿晶格和NaCl晶格的晶系、布拉菲格子、平移群、点群和空间群。

解：比较结果见表1-6。

表1-6　常见晶体结构的群操作


1-37　已知NaCl是立方晶体，其相对分子质量为58.46，在室温下的密度ρ 是2.167×103kg/m3，试计算其晶格常量。

解：NaCl是立方晶体，晶胞的边长为a，则其体积为V=a3，故NaCl晶胞的质量为



又已知一个NaCl晶胞中有4个氯化钠离子对，因此每个NaCl分子的质量为



又由于NaCl的相对“分子”质量为58.46，因此每个NaCl分子的质量为



所以



解得：a=5.63Å。

1-38　在立方结构的晶胞中，画出（101）、（021）、（122）和晶面。

解：图1-14（a）～（d）分别为（101）、（021）、和晶面。



图1-14　习题1-38解题示意图

1-39　如图1-15所示，B，C 两点是面心立方晶胞上的两面心。

（1）求ABC 面的密勒指数。

（2）求AC 的晶列指数，并求相应原胞坐标系中的指数。




图1-15　习题1-39示意图

对于立方晶系，晶列［hkl］ 与晶面族｛hkl｝ 正交。

注：该结论相当重要！ 但要注意其他晶系不存在这种关系。

因此，ABC 面的密勒指数为



又因为面心立方结构晶胞基矢与原胞基矢的关系为



可反解得



因此，晶列：（a+b-2c）=-2（a1+a2-2a3）。

所以，AC 晶列在原胞坐标系中的晶列指数为

1-40　试证明：在晶体中由于受到晶体周期性的限制，只能有C1、C2、C3、C4、C6这五种旋转对称轴，C5以及6次以上的旋转对称轴不存在。

证明：晶体由于受到内部格子构造的限制，因此可能存在的旋转轴的轴次不是任意的，只能是1、2、3、4和6，这就是晶体对称定律。

如图1-16所示，A，B 是同一晶列上O 格点的两个最近邻格点。如果绕通过O 点并垂直于纸面的转轴顺时针旋转θ 角，则A格点转到A′点。若此时晶格自身重合，A′点处原来必有一个格点。如果再绕通过O 点的转轴逆时针旋转θ 角，B 格点转到B′点处，说明B′点处原来必有一个格点。可以把格点看成分布在一族相互平行的晶列上，由图1-16可知，A′B′晶列与AB 晶列平行。

平行的晶列具有相同的周期，若设该周期为a，则有



其中，m 为整数，由余弦的取值范围可得


图1-16　习题1-40的解题示意图



当m=1 时，θ=

当m=2 时，θ=π，2π。

因为逆时针旋转分别等于顺时针旋转，所以晶格对称转动所允许的独立转角为



上面的转角可统一写成



其中，n为转轴的度数。

由此可知，晶格的旋转对称轴只能是1，2，3，4，6度旋转对称轴。

1-41　体心立方结构Fe的密度为7.9×103kg/m3，相对原子质量为56，求出立方晶胞的边长a及原子间距d。

解：对于体心立方结构Fe，其晶胞边长为a，体积为V=a3，因此体心立方结构Fe晶胞的质量为m=ρa3，且一个体心立方结构。

Fe晶胞中有2个原子，所以每个Fe原子的质量为



又因为Fe的相对原子质量为56，所以每个Fe原子的质量为



显然有



解得：a=2.87Å，d==2.48Å。


1-42　面心立方晶体中（100）和（001）面的晶面指数是指晶面在晶胞基矢的截距倒数再简约为互质整数，若采用原胞的a1，a2，a3作为基矢时，这些面的晶面指数是多少？

解：（100）和（001）面在原胞基矢a1，a2，a3上的截距分别是∞，2，2和2，2，∞，因此采用原胞基矢时，晶面指数分别为（011）和（110）。

1-43　求出立方晶格中（111）面和（110）面之间的夹角，如果此晶胞边长为3Å，那么这一类平面之间的间距是多少？

解：在立方晶体中，平面（hkl）与坐标轴的交点为所以此平面方程为



整理即



根据解析几何知识，上式可写成r·n-a=0。其中r=xi+yj+zk，且n为此平面的法向量，且n=hi+kj+lk。

两平面之间的夹角即为法向量之间的夹角，且（111）面和（110）面的法向量分别为



设（111）面和（110）面之间的夹角为α，则有



1-44　已知Ge单晶的密度为5.32×103kg/m3，相对原子质量为72.60。求：晶格常数a及Ge-Ge之间最近的距离。

解：由于Ge晶胞的边长为a，则其体积为V=a3，故Ge晶胞的质量为



Ge为金刚石型结构，一个晶胞中有8个原子，因此每个Ge原子的质量为



又因为Ge的相对原子质量为72.60，故每个Ge原子的质量为




显然有



解得：a=5.66Å。

又因为Ge-Ge之间最近的距离为晶胞对角线的，即d==2.45Å。

1-45　Ge是金刚石型结构，晶格常数为a=5.66Å，求最近邻及次近邻原子之间的距离。

解：（1）最近邻原子间距离即Ge原子组成的四面体中心原子到顶角原子间的距离。且又是组成金刚石晶格的两个面心立方布拉菲格子之间的距离，即



（2）次近邻原子间距离即面心格子顶角到面心间的距离，即





第二章　晶体中的衍射

学习目标

通过本章学习，了解原子散射因子和几何结构因子的概念，X 射线衍射分析晶体结构的方法；理解和掌握倒格子的定义及其与正格子的关系，掌握布里渊区作图法；熟悉正倒格子关系的证明及基本分析与计算。

本章重点难点：倒格子的定义及其与正格子的关系。

学习内容概述

一、倒格子的定义

设一晶格的基矢为a1，a2，a3，若另一格子的基矢为b1，b2，b3，它们之间存在关系：



则称以b1，b2，b3为基矢的格子是以a1，a2，a3为基矢的正格子（或布拉菲格子）的倒格子，也称倒易点阵等。倒格子所处的空间被称为倒易空间，本质是波矢空间。

注：倒易点阵看起来似乎是一个很难理解的概念。究其本质，其蕴含的物理思想是：一个物理问题既可以借助坐标空间描述，也可以借助动量空间（也即波矢空间）描述，根据问题的不同，酌情采用不同的表象，以使得问题得到简化。例如，在第四章晶格振动理论中，我们引入简正坐标以将相互关联的原子振动问题转化为独立谐振子问题，正是运用了这种思想。

二、倒格子与正格子的关系

1.基矢的关系



对于三维晶格，b1，b2，b3可以用下式计算：



其中，Ω=a1·（a2×a3）为正格子原胞体积。

2.正格矢Rl和倒格矢Kh

由正格子基矢和倒格子基矢，可以表达出正格子和倒格子中的任意一个格点对应的位矢，包含到原点长度和方向两个要素。

一般表示方法：正格矢Rl=l1a1+l2a2+l3a3，倒格矢Kh=h1b1+h2b2+h3b3，其中，l1，l2，l3，h1，h2，h3均为整数。

正格矢与倒格矢的关系：Rl·Kh=2πμ，其中μ 为整数。

3.体积的关系

倒格子原胞体积是正格子原胞体积倒数的（2π）3倍：



4.倒格矢与正格子晶面族的关系

倒格矢Kh=h1b1+h2b2+h3b3与正格子中｛h1h2h3｝晶面族正交，且倒格矢的模|Kh|与面间距存在关系：



5.倒易点阵（倒格子）与布拉菲点阵（正格子）的联系

从正倒格子基矢的正交归一关系可以看出，每一个正格子都有一个与之相对应的倒格子。数学上体现了倒易点阵与布拉菲点阵互为傅里叶空间的关系。另外，倒易点阵的量纲为［长度］-1，与波矢k 的量纲一致。也就是说，倒格子本质上就是波矢（状态）空间，用它可以很方便地描述各种波的状态。

补充资料：关于上段文字中“倒易点阵与布拉菲点阵互为傅里叶空间的关系”，简单说就是正格矢Rl和倒格矢Kh的关系本质上是从傅里叶展开而来，绝非凭空想象。理解这一点，要远远比简单记住上面的结论重要。这对后续的学习也大有裨益。

傅里叶级数在大多数高等数学教材中都会介绍，但都是以三角级数的形式出现：



式中：f（x）为周期函数；an，bn为以积分形式确定的傅里叶系数。

这是为了达到将周期函数分解为一系列简谐波叠加的问题的目的。但在量子力学和固体物理中也常常要处理涉及周期函数的问题，相关教材更多的是直接运用e幂级数形式的傅里叶展开式。例如，第七章中非常重要的晶格周期性势场展开式写为



本着“知其然知其所以然”的学习精神，笔者在运用V（r）展开式介绍正格矢和倒格矢之前，先推导傅里叶展开的三角级数和e幂级数两种形式的转换关系。为了方便后续讨论，我们取周期为a的f（x），则有



上式用到了欧拉公式eix=cos x+isin x 这个被誉为“最完美的数学公式”。注意到指数项的对称性，不妨令f0=a0，fn=则有



事实证明，e幂级数形式的傅里叶展开式形式精简，减轻了很多问题的计算量。

回到Kh和r的问题上来。不难理解，由于晶格的周期性，晶体中某一点的物理性质也符合晶体的周期性，以势场函数V（r）为例，显然在正格子中的r处和平移了矢量R 后的位置，函数值相等，即



若r=l1a1+l2a2+l3a3，考虑到eix以2π为周期（ei2π=1），为了能将V（r）展开为关于r（或者说l1，l2，l3）的傅里叶展开式，我们寻求一组基础矢量b1，b2，b3，满足



这就是之前所讲的倒格子基矢。这样一来，以b1，b2，b3为基的矢量（即倒格矢）可以写为Kh=h1b1+h2b2+h3b3且与r满足



这里的l1，l2，l3，h1，h2，h3均为整数。因此V（r）关于l1，l2，l3的傅里叶展开式可以写为



不难验证，对于任意确定的平移矢量R：



可以说，这就是最初引入倒格矢的数学依据。在之后，倒易空间对X 射线衍射理论、晶格振动理论、能带理论等等固体物理理论的发展起到了重要作用。

三、布里渊区的几何定义和性质

1.布里渊区的几何定义

在倒格子空间中，从原点出发作各倒格点的垂直平分面（线或点），这些面围绕原点构成一层层的多面体（多边形或对称图案），称最内层的多面体（一般是单连通区域）为第一布里渊区（亦称简约布里渊区或中心布里渊区），向外第二层区域（可能不连通）为第二布里渊区，依次类推。

注：1930年，布里渊在研究能带中电子能量的时候，发现当电子几率波的波矢k 越过倒易格矢量的中垂面的时候，电子能量在界面上发生不连续的变化。所以，布里渊提出用倒易格矢的中垂面来划分波矢空间的区域，从而可以更清晰地分析电子的能带。布里渊区在晶格振动和能带理论中是非常重要的物理概念。

2.布里渊区的几何性质

（1）第一布里渊区的体积等于倒格子原胞的体积，即Ω*=


（2）布里渊区的形状与晶体结构有关，如简立方晶格的第一布里渊区是边长为的立方体，体心立方的第一布里渊区是一个十二面体。

（3）各个布里渊区的形状都是关于原点对称的。并且除了简约布里渊区外，其他布里渊区并不是单联通区域，布里渊区的序号越大，分割出的区域越多。但各布里渊区的体积（或面积）均与简约布里渊区的体积（或面积）相等。

3.布里渊区的物理性质

（1）任何类型的波通过晶格传播时，其能量或频率在布里渊区内部是连续的，在布里渊区边界上是不连续的，往往造成反射。

（2）在第一布里渊区以外的波矢的能量（或频率），可以由第一布里渊区内的能量（或频率）来确定。

（3）简约布里渊区中的波矢k 数目等于晶体的原胞数，因而简约布里渊区中所能容纳的电子态数为2N。

（4）玻恩-卡门边界条件指出，晶格上的波ψ（r）在晶体边界上具有周期性，这样可以得到关于波矢k 的很漂亮的表达式。这在第四章会详细讲解。

4.布里渊区的几何作图法（布里渊区的边界面是倒格矢的垂直平分面）

根据晶体结构，作出该晶体的倒易空间点阵。任取一个倒格点为原点，由近到远作各倒格矢的垂直平分面，在原点周围围成一个包含原点在内的最小封闭体积，即为简约布里渊区或第一布里渊区。简约布里渊区就是倒易空间中的W-S 原胞。第一布里渊区界面与次远垂直平分面所围成的区域（一般不再是单连通区域）即为第二布里渊区，依次往外还可以得到更多布里渊区。

要画出部分复杂晶格的布里渊区，有时也要用到布里渊区的界面方程。设倒易空间中一矢量为k，因其端点落在布里渊区的界面上，而该界面又垂直平分倒格矢Kh，因此有



注：布里渊区的运用在后续章节会成为重点。现在先理解概念，掌握简约布里渊区的画法即可。三维复杂晶格的布里渊区通过尺规作图难以描绘，常常运用数学软件进行研究。

四、X射线衍射理论基础

1.布拉格反射公式

（1）X 射线的特性：波长短，穿透力强，适用于研究物质结构。但随之而来的缺点是，当X 射线入射到光滑的固体表面时，所有材料对其折射率几乎都为1，也就是说X 射线的透射率极大而反射率极小，造成反射光束较弱。

（2）布拉格公式的推导：布拉格依据光的干涉理论提出一个简单的设想。单色X 光入射晶体中的原子平面并镜面反射。虽然反射波仅为入射波的10-3～10-5，但由于X 光穿透能力强，就有足够多的原子平面参与反射。也就是说，可以将晶体看作一组与晶体表面平行的等劳厄间距的镜面。


另一方面，由于X 射线的波长与晶体中一组平行原子平面的面间距相当，因此当反射光发生相长干涉时，就能获得足够强的衍射光束，如图2-1所示。

在此衍射过程中，只要认为入射粒子和出射粒子能量基本相同，就可以认为是弹性散射过程。因此，X 射线的波长在反射前后保持不变，即λ=

从图2-1中可以得知，相邻平面的反射光光程差为2dsinθ。当光程差是X 射线波长λ的整数倍时，就可以发生相长干涉，即有



这就是布拉格公式，其中n是衍射级数，反映同一晶面族在不同入射角下的衍射，取正整数。本质上是点阵周期性所导致的结果。

（3）布拉格公式的运用：布拉格公式反映出晶面族对波长一定的X 射线能否反射具有选择性。只有入射角满足布拉格公式，才能在按照反射定律的方向上观察到衍射。

（4）局限性：布拉格公式只能给出衍射加强的条件，却不能给出衍射强度的分布。其物理模型过于简单，也忽略了晶面上原子的分布及种类对衍射的影响。

2.劳厄方程

（1）坐标空间的劳厄方程：如图2-2所示，在简单布拉菲格子中取格点O 为原点，则任一格点A的位矢为


图2-1　布拉格衍射



设s0和s分别为入射线和衍射线方向上的单位矢量，则光程差



因此对单色X 射线而言，衍射加强条件为



（2）倒易空间的劳厄方程：由于倒易空间的一个阵点就与正格子的一族晶面相对应，所以研究倒易空间的劳厄方程更有意义。

在坐标空间中，s0和s分别为入射线和衍射线方向上的单位矢量。则在倒易空间中入射线与衍射线方向对应的矢量为




图2-2　坐标空间下的X 射线衍射

代入Rl·（s-s0）=μλ，化简得



而（k-k0）必为倒易空间的位置矢量，即




与布拉格公式类似，n 为正整数，称为衍射级数，（h1h2h3）是晶面指数，而（nh1，nh2，nh3）称为衍射面指数。该方程与坐标空间的劳厄方程是等价的，决定了出现衍射极大方向的条件，故也称为劳厄条件。其意义为：在与入射波矢相差一个或几个倒格矢的衍射波矢方向上，将出现衍射极大。

值得一提的是，由劳厄方程可以直接推导布拉格反射公式。得出结论：当衍射线对于某一晶面族来说恰好是光的反射方向时，此衍射方向就是衍射加强方向。

3.X 射线衍射的实验方法

注：这部分实验性较强，在材料测试分析相关课程中会着重教授。

（1）辅助工具——厄瓦德球：在倒空间内取一结点为原点O，以入射波矢k 的始端C为球心、终端落在O 上，并以|k|=为半径画一个球，如图2-3所示。

（2）常用的三种方法：劳厄法、旋转单晶法、粉末法（德拜法）。在此不再赘述。

4.原子散射因子与几何结构因子

劳厄方程或布拉格方程仅考虑了晶格格点的周期性排列所产生的结果，但并没有涉及组成晶体的原子和原胞的具体性质。当点阵基元中原子的种类不同时，要考虑不同原子对X射线的散射作用——原子散射因子；当点阵中的原胞内原子分布不同，还要考虑原胞中不同位置的原子对X射线的散射作用——几何结构因子。

原子散射因子的定义：原子内所有电子在某一方向上引起的散射波的振幅的几何和，与某电子在该方向上引起的散射波的振幅之比。

几何结构因子的定义：原胞内所有原子在某一方向上引起的散射波的振幅的几何和，与某个原子在该方向上引起的散射波的振幅之比。


图2-3　厄瓦德球构造示意图

思考题

2-1　与晶向［l1l2l3］ 垂直的倒格晶面的晶面指数是什么？

答：正格子与倒格子互为倒易格子。由正格子和倒格子的性质易知，正格子晶面（h1h2h3）与倒格矢Kh=h1b1+h2b2+h3b3垂直，则可以推出倒易空间中晶面指数为（l1l2l3）的面与正格矢Rl=l1a1+l2a2+l3a3也垂直。即晶向［l1l2l3］与倒格面（l1l2l3）垂直。

2-2　对于确定的布拉菲格子，a1，a2，a3的选择不是唯一的，它所对应的b1，b2，b3也不是唯一的。因而有人说一个布拉菲格子可以对应于几个倒格子，对吗？复式格子的倒格子也是复式格子吗？

答：一个布拉菲格子只有一个倒格子与之对应，但可以有不止一种表示，就像同一个矢量在不同坐标系中的表示可以是不同的。

复式格子是由相同的布拉菲格子通过移位套构而成的，因而其倒格子也是套构而成的，但倒格子是相对布拉菲格子而言的，因此其倒格子只能是布拉菲格子。

2-3　在晶体衍射中，为什么不能用可见光？

答：因为晶体中原子间距的数量级为10-10m（0.1nm），要使原子晶格成为光波的衍射光栅，光波的波长应小于10-10m。但可见光的波长范围为400～750nm，比晶体中原子间距高了三个数量级。因此，在晶体衍射中不能用可见光，而是多采用波长极短的X 射线、加压电子束和中子束等波长接近0.1nm 数量级的辐射源。

2-4　晶面指数高的晶面族与晶面指数低的晶面族相比，对于同级衍射，哪一晶面族衍射光弱？为什么？

答：对于同级衍射，高指数的晶面族衍射光弱，低指数的晶面族衍射光强。理由如下：

低指数的晶面族面间距大，晶面上的原子密度大，这样的晶面对射线的衍射作用就强。相反，高指数的晶面族面间距小，晶面上的原子密度小，这样的晶面对射线的衍射作用弱。

另外，由布拉格反射公式2dsinθ=nλ可知，面间距大的晶面，对应的光的衍射角θ就小。反之面间距小的晶面，对应的光的衍射角θ就大。θ越大，光的透射能力就越强，反射能力就越弱。因此，具有更小面间距的高指数晶面族衍射光较后者弱。

2-5　当温度升高时，衍射角如何变化？X射线的波长变化时，衍射角如何变化？

答：根据布拉格反射公式2dsinθ=nλ，对应同一级衍射，当X 射线的波长不变时，面间距越大，衍射角θ越小。由于温度升高时的热膨胀作用，面间距逐渐变大。所以温度升高时，衍射角随之变小。

当温度不变，X 射线的波长变大时，对于同一晶面族，面间距的变化可以不计，因此衍射角随之变大。反之，当X 射线的波长变小时，衍射角θ随之变小。

2-6　金刚石和硅、锗的几何结构因子有何异同？

答：散射的几何结构因子F（hkl）=，其中uj，vj，wj是任一个晶胞内，第j个原子的位置矢量在a，b，c轴上投影的系数。金刚石和硅、锗具有相同的结构，尽管它们的a，b，c大小不相同，但第j个原子的位置矢量在a，b，c轴上投影的系数相同。

如果认为晶胞内各个原子的散射因子fj都一样，则几何结构因子可以提出fj=f，化为F（hkl）=

在这种情况下，金刚石和硅、锗的几何结构因子的求和部分显然相同。由于金刚石和硅、锗原子中的电子数及其分布不同，几何结构因子中的原子散射因子f 也不会相同。

2-7　如图2-4所示，哪一个衍射环感光最重？为什么？

答：最小衍射环感光最重。由布拉格反射公式2dsinθ=nλ可知，对应衍射角θ最小的晶面族具有最大的面间距。由习题2-4的结论，面间距最大的晶面，其上的原子密度最大，衍射角θ 最小，这样的晶面对射线的衍射作用最强。由于最小衍射环对应最小的衍射角，因此它的感光最重。


图2-4　X 射线在原子中的散射

计算题

2-8　基矢为a1=ai，a2=aj，a3=的晶体为何种结构？若a3=（j+k）+，又为何种结构？为什么？

注：在晶体中，原胞的选取不是唯一的，但是各原胞的体积是相同的。基于此，我们可计算该基矢所对应的原胞的体积。

解：（1）原胞基矢为a1=ai，a2=aj，a3=（i+j+k）时，晶体的原胞体积为



2-9　试证明：倒格子原胞的体积Ω*与正格子原胞的体积Ω 满足Ω×Ω*=8π3。

证明：设a1，a2，a3为正格子原胞的基矢，b1，b2，b3为倒格子原胞的基矢，它们满足




所以倒格子原胞体积：



很显然，倒格子原胞的体积Ω*与正格子原胞的体积Ω 满足Ω·Ω*=8π3。

2-10　试证明：面心立方与体心立方互为正、倒格子。

证明一：先证明体心立方的倒格子是面心立方。

设与晶轴平行的单位矢量分别为i、j、k，体心立方正格子的原胞基矢可取为



且体心立方的原胞体积为



由倒格子基矢的定义式，可求得



同理可求得



而面心立方正格子原胞基矢可取为



可见由体心立方正格子基矢求出的倒格子基矢与面心立方格子基矢的形式一致。具体来讲，对应晶格常数为a的体心立方格子，其倒格子是倒易空间内对应晶格常数为的面心立方格子。但后者晶格常数的量纲是L-1。

同理，设与晶轴平行的单位矢量分别为i、j、k，面心立方正格子的原胞基矢可取为




且面心立方的原胞体积为



而体心立方正格子基矢可取为



可见由面心立方正格子基矢求出的倒格子基矢与体心立方格子基矢形式一致。具体来讲，对应晶格常数为a的面心立方格子，其倒格子是倒易空间内对应晶格常数为的体心立方格子。但后者晶格常数的量纲是L-1。

综上得证：面心立方与体心立方互为正、倒格子。




限于篇幅，其他讨论项不一一列出。同理，也可以证明面心立方正格子基矢与体心立方倒格子基矢也满足上述条件。

从上面的计算结果可以推断出，这两种格子是互为正、倒格子的。

2-11　六角密堆积结构的原胞基矢为



试求出其倒格子基矢与倒格子原胞体积。

解：依题意，六角密堆积结构的原胞体积为



由习题2-2的结论，正、倒格子原胞体积间存在关系为



可以求出倒格子原胞体积为



同样可求得倒格子的原胞基矢分别为



2-12　若与Rhkl平行，Rhkl是否是的整数倍？以体心立方和面心立方结构证明。

解：结论：若与Rhkl平行，Rhkl是的整数倍。证明过程如下。

（1）对体心立方结构，其晶胞基矢与正格子基矢的关系为



因此，格矢为



式中：p1为（k+l）、（l+h）、（h+k）的公约（整）数。

（2）对于面心立方结构，其晶胞基矢与正格子基矢的关系为



因此，格矢为






式中：p2是（-h+k+l）、（h-k+l）、（h+k-l）的公约（整）数。

综上所述，在面心立方和体心立方结构中，“若与Rhkl平行，Rhkl是的整数倍”这一结论都成立。

2-13　试证明：在立方晶系中，晶列 ［hkl］ 与晶面（hkl）正交。并求晶面（h1k1l1）与晶面（h2k2l2）的夹角。

证明：设晶面族｛hkl｝的晶面间距为d，该晶面族的单位法向量为n。根据晶面族的定义可知



其中，



i、j、k 分别为平行于a、b、c三个坐标轴的单位矢量。

又由于晶列［hkl］的方向矢量为R=hai+kaj+la k=a（hi+kj+lk），故n=即n 与R 平行，故晶列［hkl］与晶面（hkl）正交。

对于立方晶系，晶面（h1k1l1）与晶面（h2k2l2）的夹角，就是晶列R1=h1a+k1b+l1c与晶列R2=h2a+k2b+l2c的夹角。

设夹角为θ，则θ∈［0，π），则可以得到



所以晶面（h1k1l1）与晶面（h2k2l2）的夹角为




图2-5　倒格子矢量与晶面关系示意图

2-14　试证明：倒格子矢量Khkl=hb1+kb2+lb3垂直于晶面指数为（hkl）的晶面族。

证明：如图2-5所示，a1，a2，a3为正格子基矢。不失一般性地，取晶面族（hkl）最靠近坐标原点的晶面ABC，其在基矢a1，a2，a3上的交点分别为A、B、C，则有






利用ai·bj=2πδij，可得



故倒格子矢量Khkl=hb1+kb2+lb3与晶面族（hkl）垂直。

2-15　设a，b，c为布拉菲格子的基矢，试证明以下结构晶面族（hkl）的晶面间距为



证明：（1）设与晶轴平行的单位矢量分别为i、j、k，则正交晶系的原胞基矢为



因此，晶胞的体积为



由倒格子基矢a*、b*、c*与正格子基矢a、b、c关系可求得



因此，与晶面族（hkl）正交的倒格矢为



（2）设沿立方晶系晶轴的单位矢量分别为i、j、k，则正格子基矢为



相应的倒格子基矢为



与晶面族（hkl）正交的倒格矢为




由晶面间距dhkl与倒格矢Khkl的关系式：



可得



因此有



（3）六角晶系的晶格常数满足：a=b≠c，α=β=90°≠γ=120°。由晶面间距与倒格矢Khkl的关系式



可知，求出六角晶格的倒格子基矢是关键。六角晶格的一个原胞如图2-6所示。六角晶格的一个原胞体积为


图2-6　六角晶格的一个原胞



不妨据上图，取六角晶格的原胞基矢为



得到倒格子基矢为



因此，可以得到



化简可得



注：六角晶系的原胞基矢与六角密堆积的原胞基矢不一样，因此习题2-4的结果不能直接代入本题公式中。

2-16　设二维矩形格子的基矢为a1=ai，a2=2aj，试解出其倒格子基矢，并尽可能多地画出其布里渊区。

解：要求二维格子的倒格子基矢b1、b2，可以引入k 方向上的一个基矢a3=k，显然a3垂直于a1和a2所在平面。因此，a1、a2和a3构成的原胞体积为



根据本章相关公式，可以求出倒格子基矢为



在图2-7中的倒易空间内选取倒格点O 为原点。与原点O 最近邻的倒格矢有4个：



作原点到各倒格点的矢量的中垂线，由此依次由内向外得到第一～第十布里渊区，如图2-7所示。


图2-7　二维长方晶格的第一～第十布里渊区


图2-8　二维格子的示意图

2-17　设一个二维格子的基矢|a1|=0.125nm，|a2|=0.250nm，两基矢夹角α=120°，试画出第一、第二与第三布里渊区。已知二维倒格子基矢与正格子基矢间有如下关系：



解：依题意，可以作出图2-8所示的点阵。

不妨令|a1|=a=0.125nm，则a1=ai，a2=-ai+

由正倒格矢点积的关系：




可以在倒易空间内作出此二维晶体的第一、第二与第三布里渊区，分别对应矩形区域、两块三角形与两块梯形区域、四大四小三角形与两块小梯形区域，见图2-9。


图2-9　对应的布里渊区

2-18　在体心立方晶体中，分别分析密勒指数为（100）和（110）面，原胞坐标系中的一级衍射对应晶胞坐标系中的几级衍射？

解：对于体心立方晶体，晶面族的面指数（h1h2h3）与密勒指数（hkl）之间的关系满足：



式中：p′为（-h+k+l）、（h-k+l）、（h+k-l）的公因数，且为整数。

因此，密勒指数（100）所对应的原胞坐标系的面指数可求得为其中p′=1。结合布拉格反射公式，可以得知n′=2n，即对于体心立方元素晶体，对应密勒指数（100）晶面族的原胞坐标系中的一级衍射，对应晶胞坐标系中的二级衍射。

同理，对应密勒指数（110）的原胞坐标系的面指数可求得为（001），p′=2。由上述公式可知，Kh=Khkl，=dhkl。再代入布拉格反射公式可知，n′=n。即对于体心立方晶体，密勒指数（110）晶面族的原胞坐标系中的一级衍射，对应晶胞坐标系中的一级衍射。

2-19　如X射线沿图2-10的简立方晶胞的oz方向入射，求证：


图2-10　简立方晶胞中的衍射

当和时，衍射线在oyz 平面上，其中β2 是衍射线和oz 方向的夹角。

解：由图可知入射线s0和衍射线s之间夹角为2θ。代入布拉格反射公式：



令n=1，故简立方面间距为



已知衍射线和入射线必在一个平面内，因此



可解得




不难得出



由已知条件，衍射线还满足



可知，当h=0时，（hkl）面平行于ox 轴。

令入射线s0//oz轴，故衍射线s必在oyz 面上。

2-20　用铜靶发射的射线入射铝单晶（面心立方结构），如铝（111）面一级布拉格反射角是19.2，试据此计算铝｛111｝ 晶面族的间距d与铝的晶格常数a。

解：由布拉格反射定律



由题意可知，n=1，λ=0.154nm，θ=19.2°。

代入上式可以求出晶面族｛111｝间距为



又因为铝（111）面沿着面心立方的体对角线方向，故晶格常数为



2-21　证明：在NaCl型离子晶体中晶面族（hkl）的衍射强度为



式中：fA、fB分别为正负离子的散射因子。

如何用此结果说明NaCl晶体中h，k，l均为奇数的衍射消失？

证明：一个NaCl原胞中有Na+和Cl-两种离子。在原胞坐标系下，用A、B 分别代表Na+和Cl-，有



因此，几何结构因子为



根据衍射强度I∝|F（h1h2h3）|2可知，对于h1+h2+h3为奇数的衍射面，fA=fB，此时会发生消光。


2-22　试讨论金刚石结构晶体的消光法则。

解：金刚石结构中，一个金刚石晶胞内有8个碳原子，其坐标分别为



因此，其几何结构因子：



则衍射强度为



因此，衍射强度不为零的条件为以下之一：

（1）nh，nk，nl都为奇数。

（2）nh，nk，nl都为偶数（包括零），且（nh+nk+nl）也为偶数。

如不满足以上条件，则这些面的衍射消失，例如金刚石不可能找到（3，2，1）或（2，2，1）的一级衍射斑，也不可能有（4，4，2）这样的二级衍射斑点。

2-23　若AB3的立方结构如图2-11所示，A原子在八个顶点上，B 原子在六个面心上。设A原子的散射因子为fA，B原子的散射因子为fB。


图2-11　AB3的立方结构

（1）求其几何结构因子F（hkl）。

（2）找出（hkl）晶面族的X 光衍射强度分别在什么情况下有：



（3）当fA=fB时，衍射面指数中哪些反射消失？试举出六种最简单的消失条件。

解：（1）AB3的一个晶胞含有3个B原子，1个A原子。

取原子坐标



代入结构散射因子公式，得




（2）当（h+k）、（h+l）与（k+l）均为偶数时，结构散射因子



当（h+k）、（h+l）与（k+l）其中两个为奇数，一个为偶数时，结构散射因子



又由衍射强度I∝F2（hkl），在各自条件下可以得到



（3）当fA=fB时，六种最简单的衍射消失条件有



2-24　在某立方晶系的铜的X 射线粉末相中，观察到的衍射角θi有下列关系：



试确定对应于这些衍射角的晶面的衍射面指数。





第三章　晶体的结合

学习目标

通过本章学习，了解晶体的基本结合形式与特征，理解元素和化合物晶体结合的普遍规律性，认识到吸引与排斥的矛盾，并理解固体的结合规律与性质；培养学生的辩证思维能力，并掌握离子晶体的结合能、体积弹性模量的计算方法。

本章重点难点：共价键的饱和性和方向性以及熟练计算离子晶体的结合能。

学习内容概述

一、重要的名词

1.晶体的内能U

晶体内能包括晶体内原子总的动能和互作用势能。由于本章研究问题的条件是T=0K 或极低温情况，因此，内能只考虑互作用势能，简称互作用能。一般地，取粒子处于自由状态时的能量为0，因而U＜0，晶体中处于平衡态时的内能用U0表示。

2.晶体的结合能Eb

晶体的结合能就是将自由的原子（离子或分子）结合成晶体时所释放的能量Eb=EN-E0，其中E0是晶体的总能量，EN是组成该晶体的N 个原子在自由状态时的总能量。在绝对零度时，原子只有零点振动能，原子的动能比相互作用势能低很多，所以可近似认为晶体结合能等于相互作用势能的绝对值，因此本书取Eb＞0。

注：一些固体物理教材直接将原子间的相互作用势能称为晶体的结合能，即认为Eb＜0。在做相关计算题时要注意题干中正负号的取法和要求，以免结果错误。

3.电离能

中性原子失去一个电子成为+1价离子时所需要的能量为第一电离能，从+1价离子再移去一个电子所需的能量为第二电离能，很显然，电离能取正值。一般而言，由于离核越近的电子受到的束缚力越强，故第二电离能大于第一电离能。第一电离能可以用A表示，则原子Z 的电离方程式可以写为Z+A→Z++e-。电离能越大，表示原子对价电子的束缚能力越强。

4.电子亲和能

一个中性原子获得一个电子所释放出的能量.用B 表示。对某一系统进行能量计算时，一般规定系统吸收的能量取正号，放出的能量取负号。则原子Y 得电子方程式可以写为Y+e-→Y-+B。但电子亲和能不一定都取负值，而是受原子半径的影响。


5.负电性（也称电负性）

用以统一衡量不同原子得失电子能力的物理量。一般计算某种原子的负电性，以F原子电负性为4.0作为基准，再结合相应二元分子中化学键解离能数据求解。

目前较通用的是Pauling方法：



负电性的特征：①周期表由上到下，元素的负电性逐渐弱；②周期表越往下，一个周期内负电性的差别也越小；③同周期内的元素自左向右电负性增大。

（1）ⅠA、ⅡA、ⅢB负电性低的元素对电子束缚较弱，价电子易于摆脱原子束缚成为共有化电子，因此在形成晶体时便采取典型的金属结合。

（2）ⅣB、ⅤB具有较强的负电性，它们束缚电子的能力较强。因此，在形成晶体时，适于形成共价结合。

二、晶体结合力普遍特征

（1）粒子间的作用力有两类：引力和斥力，两者同时存在。一般引力势取负号，斥力势取正号。

（2）引力和斥力的来源：引力作用来源于异号电荷间的库仑静电力，或电偶极矩间的范德瓦尔斯力。斥力作用来源于两个方面，一是同号电荷间的库仑斥力；二是由于泡利不相容原理引起的电子间的斥力。

（3）结合图3-1可知，对于粒子间距r，存在一个平衡间距r0：

1）当r＞r0时，引力大于斥力。

2）当r＜r0时，斥力大于引力。

3）当r=r0时，斥力等于引力。

三、双原子间相互作用势能和作用力

双原子间相互作用势能和作用力曲线如图3-1所示。

（1）双原子间相互作用势能表达式为



其中，r为两原子间距离，且A，B，m，n均为大于零的常数。第一项表示吸引能，第二项表示排斥能。

注：一些教材也称为勒纳德-琼斯相斥势，n为玻恩指数。对离子晶体n 取9，对分子晶体n取12。

（2）双原子间相互作用力表达式为




图3-1　双原子间相互作用势能和作用力曲线




四、N 个原子组成的晶体相互作用势能

表达式为



这里假设晶体内的每个原子与其他原子的相互作用势相等，并忽略表面原子与内部原子的互作用势差异，因此认为所有原子都是相同的。其中u（rij）表示第i个原子与第j 个原子间的相互作用势能；表示第1个原子（实际上可任取一个）与其他所有原子间的相互作用势能。

五、由相互作用势能可以求的几个参量

1.晶格常数a

当原子结合成稳定晶体时，即r=r0时，原子互作用势能u（r）取最小值，即



由此式可以确定r0，结合具体的晶体结构中晶格常数a与r0的关系，便可求出a。

2.体弹性模量Bm

首先，我们引入晶体结构参数β的概念。设在体积为V 的三维晶格中有N 个原胞，每个原胞的体积为V′。对于具体的晶体结构，晶格常数a与两原子间的平衡距离r0（注：不是原子半径）都会有确切的关系，则可以引入一个常数β，使



β是与晶体几何结构有关的参数，例如：



记N 个原胞的总内能为U，而u（V′）代表晶格中每个原胞的平均势能，则



根据热力学知识，晶体的体弹性模量Bm的定义为



式中的p 为压力，而p 与内能U 有如下关系：




不难求出体弹性模量为



进一步代入V=Nβr30，求得平衡状态下晶体的体弹性模量为



体弹性模量的倒数被定义为体积的压缩系数。

3.抗张强度Pm

晶体所能承受的最大张力，称为抗张强度。张力与抗张力显然大小相同方向相反。当r=rm时，原子间的有效引力最大，同时也是两原子间的最大抗张力fmax。当晶体所受的张力超过与此相应的限度时，晶体就会发生断裂。结合图3-1，若此时原子间距离r=rm，由下面的极值条件即可求出rm。



将rm代入作用力表达式f（r），即可求出原子间的最大抗张力fmax=f（rm）＜0，而最大张力即为-fmax＞0，符号仅代表方向。



注：上述晶格体弹性模量Bm及抗张强度Pm只能根据晶体的内能U 计算，不能用双原子系统的互作用能u（r）计算。

六、晶体五种基本结合类型

离子结合、原子结合、金属结合、分子结合、氢键结合，对应5种基本晶体类型：离子晶体、原子晶体、金属晶体、分子晶体、氢键晶体。

1.离子晶体

（1）结构：负电性相差较大的两种元素所形成的异号离子在库仑力作用下结合而成。

离子晶体一定是复式格子。

（2）结合力：离子键。其中吸引力来源于正负离子间的库仑作用力，而排斥力来源于基于泡利不相容原理的排斥作用。

注1：虽然相同电性的离子间存在库仑排斥力，但由于典型离子晶体（如NaCl晶体、CsCl晶体等）遵循“每个离子最近邻都是异号离子”的原则，正负离子相间排列，使得每个离子都被最近邻的异号离子包围，故库仑作用的总效果是吸引性的。


注2：泡利不相容原理的排斥作用体现在：典型离子晶体中的正负离子都是满壳层结构，当两个满壳层的离子相互靠近到它们的外层电子云发生显著重叠时，就会产生强烈的排斥作用。

（3）配位数：大量正负离子组成离子晶体时，遵循 “每个离子最近邻都是异号离子”的原则，并在此基础上配位数越大越好。对于MX 型离子晶体（其中M 为阳离子，X 为阴离子），其典型的晶体结构有3种：

CsCl型：正负离子配位数均为8，一般半径关系满足rM/rX＞0.732。

NaCl型：正负离子配位数均为6，一般半径关系满足0.414＜rM/rX＜0.732。

闪锌矿型：正负离子配位数均为4，一般半径关系满足0.225＜rM/rX＜0.414。

（4）互作用势能U（r）：U（r）=-，其中r 为晶体中最近邻离子的距离，n，B 均为常数。

M 为马德隆常数，是一个仅与晶体的几何结构有关、表征晶体静电相互作用的无量纲常数，计算公式为



注：这里所取的参考离子1带正电。

（5）体弹性模量Bm：对于NaCl型离子晶体，平衡时的体弹性模量为



式中：r0为最近邻离子间距，可由X 射线衍射实验确定。

一般可用U（r）和Bm确定常数n和B 的值。

（6）结合能Eb：离子晶体平衡时的结合能等于平衡时的互作用势能的绝对值：



（7）宏观特性：离子晶体主要靠较强的静电库仑力结合，所以结构非常稳定，结合能的数量级约在800kJ/mol。正是由于结构的稳定导致了该类材料的宏观特性，如导电性能、熔点高、硬度高和膨胀系数小等特性，且大多数离子晶体对可见光是透明的，在远红外区有一特征吸收峰。

2.原子晶体（或共价晶体）

（1）结构：负电性较强的第Ⅳ族、第Ⅴ族、第Ⅵ族、第Ⅶ族元素都可以形成原子晶体，通过相邻原子各出一个价电子形成自旋相反的共用电子对实现结合。

（2）结合力：共价键。由于成键原子的负电性差异大小，共价键有极性和非极性之分。共价键具有方向性和饱和性两大特征。

1）方向性：是指原子只在特定的方向上形成共价键。当两个价电子形成共价键时，共价键的强弱取决于形成其价键的两个电子的电子云重叠程度。原子总是在其价电子波函数最大的方向上形成共价键，这就是共价键的方向性。

2）饱和性：是指一个原子只能形成数目一定的共价键。共价键的数目由价电子数目决定，分两种情况：


a.当价电子壳层不到半满或恰好半满时，所能形成共价键的数目与价电子数目相等。根据上述共价键的形成原因，这是容易理解的。

b.当价电子壳层超过半满时，能形成共价键的数目等于8-N，称为8-N 定则，N为价电子数目。这时，由于泡利不相容原理的限制，部分电子必须自旋相反配对。只有未配对的电子才能与其他原子的电子形成共价键。因为最外层只有4个。

（3）配位数：原子晶体的配位数较低。

（4）宏观特性：共价键结合比较强；原子晶体具有高力学强度、高熔点、高沸点和低挥发性的特点；电导率和导热率低。原子晶体一般属于半导体或绝缘体。

3.金属晶体

（1）结构：第Ⅰ族、第Ⅱ族及过渡元素晶体都是典型的金属晶体，其共同特点是原子最外层只微弱地束缚1～2个价电子。

金属晶体的所有原子把各自的价电子贡献出来，归所有原子共有而成为共有化电子。这些价电子可以在整个晶体内自由运动，成为 “自由电子气”。金属晶体可以看作失去了最外层价电子的正离子（称为原子实）“沉浸” 在由共有化电子形成的“电子云” 中。

（2）结合力：金属键。本质是离子实和电子云之间的静电库仑力。金属键的特点是结合力大，不具有方向性和饱和性，具有高配位数、高密度。

注：金属性结合的排斥作用有两个来源：当体积缩小，共有化电子密度增加的同时，它们的动能将增加，根据费米统计方法（见第六章），动能与电子云密度的次方成正比；另外，当原子实相互接近到它们电子云发生显著重叠时，将产生泡利不相容原理所预言的强烈排斥作用。

（3）配位数：多为配位数为12的密堆积，少数金属为体心立方结构，配位数为8。

（4）宏观特性：金属晶体具有良好的导电性和导热性及较好的延展性，硬度大，熔点高。金属晶体的结合能比前两种晶体要低，但是过渡金属的结合能则比较大。

4.分子晶体

分子晶体分为极性和非极性两大类，主要由分子本身的极性决定。元素周期表中第Ⅷ族惰性元素（He、Ne、Ar、Kr、Xe）在低温下所结合成的晶体，是典型的非极性分子晶体。

（1）结合力：范德瓦尔斯力（也称为“范德华力”）。包括三方面的作用机理：

1）色散力：由于电子在核外不停地绕核运动，在某一瞬间电子的分布不均会产生瞬时电偶极矩，即出现“瞬间”的正负电荷中心不重合，两个这种原子或分子间也能产生一种吸引力，这便是色散力（或称伦敦力）。

2）取向力：如果组成固体的粒子是具有固有偶极矩的极性分子，则分子间的相互作用力除了上述色散力之外，还可以存在固有偶极矩间的相互作用。这种固有偶极间的作用称为取向力。

3）诱导力：因为极性分子存在固有偶极矩，非极性分子可以被极性分子的电场极化而产生诱导偶极矩，故极性分子与非分子之间也存在相互作用。这种固有偶极和诱导偶极间的相互作用被称为诱导力。


范德瓦尔斯力类似于金属键，既没有方向性也没有饱和性。

注：范德瓦尔斯力在其他晶体中也存在，但由于与金属键、离子键、共价键相比，范氏力的键能太低，可以忽略不计。

（2）配位数：由于范德瓦尔斯力与金属键类似，惰性原子的分子晶体多采用密堆积方式。通常为面心立方，配位数为12。

（3）宏观特性：大多是透明的绝缘体，熔点、沸点极低，压缩系数大。

5.氢键晶体

（1）结构：氢原子同时与两个负电性较大，而原子半径较小的原子（O、F、N 等）结合，构成氢键。氢原子核外只有一个电子，其第一电离能特别大，为13.6e V，（Li、Na、K 分别为5.39e V、5.14e V、4.34e V）。所以很难形成离子键。

（2）结合力：当氢原子唯一的一个价电子与其他原子形成共价键后，电子云分布靠近共价键的一边。而在另一边，原子核便暴露出来。因此，它还可以与另一个电负性大的原子结合，形成一种较强的具有方向性的键，即氢键。

（3）氢键特征：氢键具有饱和性和方向性，形成这样的氢键后，氢就不能再与其他原子结合了（会受到已与氢核结合的两个负离子的排斥作用）。因此，氢键具有饱和性和方向性。

6.混合键

一般实际晶体中都存在多种键，只不过比例不同罢了。

石墨是典型的混合键。轨道杂化后的4个价电子，有三个以共价键形式结合成层状结构，键长1.42Å。另一个电子可以沿平面层自由运动，因而具有金属键的性质。这就是石墨具有较好导电本领的根源。层与层间距离为3.40Å，由范德瓦尔斯力连接。因此石墨晶体中同时含有共价键、金属键和范德瓦尔斯力。

思考题

3-1　根据结合力特征，晶体分为哪几类？在这些类型的晶体中，是否有与库仑力无关的晶体结合类型？

答：根据结合力特征，晶体共分为五种类型，它们是：共价晶体、离子晶体、金属晶体、分子晶体和氢键晶体。

共价晶体中，电子虽然不能脱离电负性大的原子，但靠近的两个电负性大的原子可以各出一个电子，形成电子共享的形式，即这一对电子的主要活动范围处于两个原子之间，通过库仑力把两个原子连接起来。

离子晶体中，正离子与负离子的吸引力就是库仑力。

金属晶体中，离子实依靠离子实与电子云间的库仑力结合在一起。

分子结合中，是电偶极矩把原本分离的原子结合成了晶体。电偶极矩的作用力实际就是库仑力。

氢键结合中，氢先与电负性大的原子形成共价结合后，氢核与负电中心不再重合，迫使它通过库仑力再与另一个电负性大的原子结合。


综上可知，不存在与库仑力无关的晶体结合类型。

3-2　根据晶体结合力的普遍特征，如何理解库仑力是原子结合的动力？

答：晶体结合中，原子间的排斥力是短程力，在原子吸引靠近的过程中，把原本分离的原子拉近的动力只能是长程力，这个长程吸引力就是库仑力。所以，库仑力是原子结合的动力。

3-3　根据晶体结合力的普遍特征，原子间的排斥力和吸引力有何关系？原子间的排斥力和吸引力与原子间距有何关系？

答：在原子由分散无规的中性原子结合成规则排列的晶体过程中，吸引力起到了主要作用。在吸引力的作用下，原子间的距离缩小到一定程度，原子间才出现排斥力。当排斥力与吸引力相等时，晶体达到稳定结合状态。

可见，晶体要达到稳定结合状态，吸引力与排斥力缺一不可。设此时相邻原子间的距离为r0，当相邻原子间的距离r＞r0时，吸引力起主导作用；当相邻原子间的距离r＜r0时，排斥力起主导作用。

3-4　当两个原子由相距很远而逐渐接近时，两原子间的力与势能是如何逐渐变化的？

答：原子间作用力与相互作用势能间的关系为



当两个原子由相距很远而逐渐接近时，原子间引力和斥力都开始增大，但首先引力大于斥力，总的作用为引力，故f（r）＜0，而相互作用势能u（r）逐渐减小；当两个原子慢慢接近到平衡距离时，引力等于斥力，故f（r）=0，而相互作用势能u（r）达到最小值：当两个原子间距离继续减小时，由于斥力急剧增大，此时，斥力开始大于引力，总的作用为斥力，f（r）＞0，而相互作用势能u（r）也开始急剧增大。

3-5　根据晶体结合力的普遍特征，原子间的排斥力存在的物理根源是什么？

答：根据泡利不相容原理，相邻的原子靠得很近，以至于它们内层闭合壳层的电子云发生重叠时，相邻的原子间便产生巨大排斥力。也就是说，原子间的排斥作用来自相邻原子内层闭合壳层电子云的重叠。

3-6　晶体的结合能，晶体的内能，原子间的相互作用势能有何区别？

答：自由粒子结合成晶体过程中释放出的能量，或者把晶体拆散成一个个自由粒子所需要的能量，称为晶体的结合能。

原子的动能与原子间的相互作用势能之和为晶体的内能。在T=0K 时，原子还存在零点振动能，但零点振动能与原子间的相互作用势能的绝对值相比小得多。所以，在T=0K 时原子间的相互作用势能的绝对值近似等于晶体的结合能。

3-7　试述离子键、共价键、金属键、范德瓦尔斯和氢键的基本特征。

答：（1）离子键：无方向性，键能相当大。

（2）共价键：具有饱和性和方向性，电子共用，键能大。

（3）金属键：有一定的方向性和饱和性，其价电子不定域于两个离子实之间，而是在整个晶体中运动，处于非定域状态，为所有原子所“共有”。


（4）范德瓦尔斯力：依靠瞬时偶极矩或固有偶极矩而形成，其结合力一般与r7成反比函数关系，该键结合能较弱。

（5）氢键：依靠氢原子与两个电负性较大而原子半径较小的原子（如O，F，N 等）相结合形成的。该键既有方向性，也有饱和性，并且是一种较弱的键，其结合能约为50kJ/mol。

3-8　共价键的两大特征是什么？共价结合为什么存在这两大特征？

答：共价键的两大特征是“饱和性”和“方向性”。

对于IVA、VA、VIA、VIIA族元素，价电子壳层一共有8个量子态，最多能分别形成4～7个共价键。这就是共价结合的“饱和性”。

共价键的形成只在特定的方向上，这些方向是配对电子波函数的对称轴方向，在这个方向上交叠的电子云密度最大。这就是共价结合的“方向性”。

3-9　共价键中，两原子电子云交叠产生吸引，而原子靠近时，电子云交叠会产生巨大的排斥力，如何解释？

答：共价结合形成共价键的配对电子，它们的自旋方向相反，这两个电子的电子云交叠使得体系的能量降低，结构稳定。但当原子靠得很近时，原子内部满壳层电子的电子云交叠，量子态相同的电子产生巨大的排斥力，使得系统的能量急剧增大。

3-10　分析一个中性原子可以束缚一个电子的定性模型。

答：中性原子产生的静电场本身无法束缚住多余的电子，但电子能够在原子中感应产生电偶极矩和高阶电多极矩。在r很大的情况下，能产生一个正比于的吸引势。吸引势如果足够大，就可使中性原子束缚住附加的电子。

3-11　为什么一个中性原子吸收一个电子一定要放出能量？

答：当一个中性原子吸收一个电子变成负离子，则这个电子与原子核的库仑吸引能的绝对值一定大于它与其他电子的排斥能。但这个电子与原子核的库仑吸引能是一负值。也就是说，当中性原子吸收一个电子变成负离子后，这个离子的能量要低于中性原子的能量。因此，一个中性原子吸收一个电子一定要放出能量。

3-12　为什么原子的负电性可以用电离能加亲和能来表征？

答：原子的电离能：使原子失去一个电子所需要的能量称为原子的电离能。电离能的大小可用来度量原子对价电子的束缚强弱。

电子亲和能：一个中性原子获得一个电子成为负离子所释放出来的能量称为电子亲和能。电子亲和能的大小可用来度量原子对电子的束缚强弱：电子亲和能越大，这个负离子的能量越低，说明中性原子与这个电子的结合越稳定。

负电性：表示原子得失电子能力的物理量。原子的负电性的大小是原子吸引电子的能力大小的度量。因此，用电离能加亲和能来表征原子的负电性符合电负性的定义。

3-13　为什么多数金属晶体多采用密堆积结构？

答：金属晶体可以看成失去了最外层价电子的原子实“沉浸”在由价电子组成的“电子云”中，结合力主要是原子实和电子云之间的静电库仑力。

在金属晶体中，受到最小能量原理的约束，要求原子实与共用电子电子云间的作用势能要尽可能的低，即绝对值尽可能的大。原子实越紧凑，原子实与共用电子电子云靠得就越紧密，相互作用势能就越低。所以，许多金属的结构为密堆积结构。

3-14　分析金属键结合力中，吸引作用和排斥作用产生的因素。

答：金属键结合力中，吸引作用：排在格点上的正离子与其共有电子之间的库仑吸引力。排斥作用：正离子（已被电子屏蔽）之间的库仑排斥力及泡利排斥力。

3-15　什么是杂化轨道？如何表示？

答：1931年，泡利和斯莱特为了解释金刚石中碳原子具有4个等同的共价键，提出了杂化轨道理论。碳原子有4个价电子，它们分别对应量子态，在构成共价键时，它们线性组合形成了4个新的量子态：



4个电子分别占据ψ1、ψ2、ψ3、ψ4新轨道，在四面体顶角方向形成4个共价键。

3-16　为什么金属晶体比离子晶体、共价晶体易于进行机械加工并且电导、导热性良好？

答：由于金属晶体中的价电子不像离子晶体、共价晶体那样定域于两个离子实之间，而是在整个晶体中运动，处于非定域状态，为所有原子所 “共有”，因此金属晶体的延展性、导电性和导热性都较好。

3-17　你认为固体的弹性强弱主要由排斥作用决定呢，还是吸引作用决定？

答：如图3-2 所示。r0附近的力曲线越陡，施加一定外力后固体的形变就越小。r0附近力曲线的斜率决定了固体的弹性性质。r0附近力曲线的斜率主要取决于排斥力。因此，固体的弹性强弱主要由排斥作用决定。

3-18　固体呈现宏观弹性的微观本质是什么？

答：固体受到外力作用时发生形变，外力撤销后形变消失的性质称为固体的弹性。设无外力时相邻原子间的距离为r0，当相邻原子间的距离r＞r0时，吸引力起主导作用；当相邻原子间的距离r＜r0时，排斥力起主导作用。

当固体受挤压时，r＜r0，原子间的排斥力抗击着这一形变；当固体受拉伸时，r＞r0，原子间的吸引力抗击着这一形变。因此，固体呈现宏观弹性的微观本质是原子间存在着相互作用力，这种作用力既包含着吸引力，又包含着排斥力。


图3-2　结合力与原子间距r的关系曲线


3-19　简述金属键与共价键、金属键与离子键的本质共通之处与差异。

答：金属键与共价键、离子键相比，金属键更接近于共价键。共价键是在两个原子间共有未配对电子而形成的，有一定的方向性和饱和性；而金属键的价电子不是定域于两个原子实之间，而是在整个晶体中巡游，处于非定域的电子气状态，为所有原子实所 “共有”。因此，可以说，金属键本质上是一种未饱和的共价键。

金属键可看作是离子键的极限情况，不过这时负离子就是电子。它们的关键差别在于电子质量非常小，这意味着电子的零点运动能很大，以致不能被局限在格点位置上。因而，金属的结构是以正离子的堆积方式来确定的，电子恰似一种带负电的胶体。

3-20　有两个同样形状的固体材料，当施加一定力，形变大的弹性强呢，还是形变小的弹性强？

答：固体呈现宏观弹性的微观本质是原子间存在着相互作用力，这种作用力既包含着吸引力，又包含着排斥力。

对于弹性形变，相邻原子间的距离在r0附近变化。令r=r0+Δr，则



因为Δr/r0是相对形变，弹性力学称为应变，并记作S。

将上式近似代入原子间的作用力公式，得



再令



故有



综上，当施加一定力，形变S 大的固体c 小，形变S 小的固体c 大。固体的弹性是固体的属性，它与外力和形变无关。弹性常数c是固体的属性，它的大小可作为固体弹性强弱的度量。故当施加一定力，形变大的弹性弱，形变小的弹性强。

计算题

3-21　已知某晶体中相邻两原子间的相互作用势能可以表示为



式中：α，β＞0。


（1）求出平衡时两原子间距离r0。

（2）求出平衡时的结合能Eb。

（3）若取n=2，m=10，两原子间的平衡距离为0.3nm，平均每个原子的解离能为4eV，求α，β。

（4）如果平衡时晶体的体积为V0，结合能为E0，求晶体的体弹性模量。

解：（1）平衡时，要求相互作用势能取最小值，即



不难解得平衡时两原子距离为



（2）平衡时的结合能即平衡时势能的绝对值，因此



因而n＞m，故结合能



（3）已知每个原子的平均解离能=4e V，则晶体互作用势能u（r0）=-8e V。

现已知n=2，m=10，r0=0.3nm，代入r0和u（r）的表达式中，可以解得



（4）如果只计最近邻原子间的相互作用势能，则有



因此体弹性模量为



3-22　已知NaCl晶体的体弹性模量Bm=2.4×1010Pa，在2×109Pa的气压作用下，晶体中两相邻离子间的距离将缩小百分之几？

解：晶体的体弹性模量为



由此可得到




两边积分，得



即



将V/V0=（r/r0）3代入上式，得



将Bm=2.4×1010Pa，p=2×109Pa，p0=105Pa代入，可以解得



从而晶体中两离子的间距将缩小2.7%。

3-23　试证明以等间距排列的一维离子晶体的马德隆常数等于2ln2。

证明：设想一个由正负两种离子相间排列的无限长离子链，如图3-3所示。


图3-3　一维无限长离子链

任意选定一个负离子作为参考离子，这样在求和中对正离子取正号，负离子取负号。再考虑参考离子（带负电）的两边都有对称的无限对等距离子，还要乘2。因而



注：这里的马德隆常数计算公式与NaCl模型中的不一样，正好差一个符号。究其原因，是参考离子的选取电性相反，因此离子势能的符号也相反。马德隆常数正是从势能公式中来，自然符号也要变化。



因此，一维离子晶体的马德隆常数为2ln2。

3-24　若把离子晶体相互作用势能中的泡利排斥项改成玻恩-迈耶表达式此时离子晶体总相互作用能可表示为



式中：M 为马德隆常数；λ和ρ 为常数；Z 为配位数。

（1）求平衡时晶体的总相互作用势能U（r0）。


（2）求晶体的体弹性模量Bm。

解：（1）在平衡状态下，r=r0，则有



可求得



代入总相互作用能表达式中，取r=r0，得



（2）设离子晶体体积可以表达为V=Nβr3，则有



3-25　对惰性元素晶体，原子间相互作用常采用勒纳德-琼斯势



式中：ε和σ 为待定常数；r为两原子之间的距离。

（1）试说明式中两项的物理意义以及物理来源。

（2）证明平衡时r0/σ为一与晶格结构有关的常数。

（3）对于分子晶体，设由经典结合能勒纳德-琼斯势极小给出的原子间平衡距离为r0，量子力学零点运动导致的对结合能的修正一般可写为



式中：Λ 为德玻尔量子参数；f 为依赖于r/σ的函数，并且由结合能的经典部分加上量子修正的极小得到的平衡位置为r0+Δr。

对于分子晶体Ne和Ar，可以假定Δr≪r0。

试证明：对这两种分子晶体Δr/r0等于其德玻尔量子参数之比。

解：（1）勒纳德-琼斯势的表达式第一项是短程的排斥势，来源于泡利不相容原理产生的排斥作用，方次一般应大于6，选择12次方主要是为计算的方便。

式中第二项是分子晶体原子间的吸引作用，是感应电偶极矩之间的相互作用。由静电学可知，第一个原子的瞬时电偶极矩p1在距离为r处产生的电场正比于p1/r3。在这个电场作用下，第二个原子被极化，产生的电偶极矩p2∝p1/r3，因而原子间的相互作用势：




（2）证明如下：

设晶体由N 个原子组成，在不考虑表面原子与晶体内原子的差别的情形下，晶体的总相互作用能为



设两原子间最短距离为r，则rij=ajr，因此



由平衡条件



可以解得



可见，r0/σ为一与晶格结构有关的常数。

（3）根据题意可知，一对原子之间的相互作用能可以写成以下形式：



式中，右边第一项为勒纳德-琼斯势给出的经典相互作用能。

取小量Δr≪r0，且r=r0+Δr，代入上式并将左右两边求导。在新的平衡位置处导数为0，即



借助泰勒公式，进一步得到



上式等号左边第一项在平衡状态下为零，第四项为二阶小量可忽略，从而有



由于f 和uc只和晶格结构类型有关；根据（2）可知，r0/σ是常量，而惰性气体元素分子晶体Ne和Ar均为面心立方结构，因此



3-26　在量子固体中，起主导作用的排斥能是原子的零点能，考虑晶态4He的一个粗略一维模型，即每个氦原子局限在一段长为L 的直线段上，每段内的基态波函数取为半波长为L 的自由粒子波函数。

（1）试求每个粒子的零点振动能。

（2）推导维持该线段不发生膨胀所需力的表达式。

（3）在平衡时，动能所引致的膨胀倾向被范德瓦尔斯相互作用所平衡，非常粗略地给出最近邻间的范德瓦尔斯能为u（L）=-1.6L-6×10-60erg，其中L 单位为cm。求L 的平衡值。

解：（1）根据量子力学，限制在L 线段内的自由4He原子的波函数通式：



又基态波函数的波矢：



所以基态波函数：



每个原子的零点动能也就是基态平均动能，故



（2）因零点动能会引起线段的膨胀，为了保持长度为L 的线段结构，必须增加力：



（3）有范德瓦尔斯相互作用时，体系总能量：



已知范德瓦尔斯能：



在平衡时，L 的平衡值L0满足



易解得L 的平衡值：





第四章　晶格振动和晶体的热学性质

学习目标

通过本章学习，理解热振动、元激发、简谐近似、格波、声频支格波、光频支格波、波矢密度、模式密度、声子、准粒子及定容比热等概念；掌握一维单原子链、双原子链在简谐近似条件下，晶格热振动的格波解与色散关系推导，并理解声频支格波和光频支格波的特点以及两者的区别；在理解玻恩-卡门边界条件的基础上，掌握晶格振动波矢数、频率数、声频支格波数、光频支格波数、格波总数及模式密度等的计算方法，并了解三维晶格热振动的特点；理解简正坐标和简谐振动的特点和声子的特点，在掌握晶格热振动模式密度计算方法的基础上，理解晶格热容量的量子理论，掌握爱因斯坦模型与德拜模型，最终可利用格波热振动理论定量解释固体比热在高低温条件下与温度的关系；了解晶格的热膨胀和热传导。

本章重点难点：一维单原子链、双原子链的热振动、长波近似、声子，以及晶格振动热容理论。

学习内容概述

一、重要概念

1.微振动

在温度不太高的情况下，振动位移x≪a（a为晶格常数）的热振动。

2.元激发

能量靠近基态的激发态与其他激发态相比较，情况较为简单，这种低激发态往往可以看成是一些独立的基本激发单元的集合，称为元激发，有时也称为准粒子。他们具有确定的能量，有时还具有确定的准动量。

3.格波

晶体中的原子都在它的平衡位置附近不断地作微振动，由于原子间的相互关联，以及晶体的周期性，这种原子振动在晶体中形成格波。

4.绝热近似

在晶体中原子实的振动会引起电子云畸变，而电子运动也会影响原子实的振动状态。在晶格振动理论中我们主要考虑原子实的振动，鉴于原子实远比电子质量大，故近似认为电子可以立刻响应原子实的位置变化，即在原子实振动的每个瞬间，电子都处于基态。这样就可以通过引入一个空间势场，将原子实的振动与电子运动分开，视为绝热近似。在晶格振动理论中，基于绝热近似，电子快速响应离子的振动，因此离子振动可看作中性原子的振动，习惯上称原子实的振动为原子振动。

注：在第七章能带论中，由于主要考虑电子运动，故近似认为离子实静止不动。

5.简谐近似

低温条件下，晶格振动很微弱时，在原子间互作用势能u（r）的展开式中，忽略掉原子间距小量δr（此时δr很小）的二次方以上的高阶项，只保留到（δr）2项，这种近似称为简谐近似。不难推知，如果是在作用力f=的展开式中运用简谐近似，是保留到δr的一次项而忽略一次以上的高阶项。

从之后的具体推导过程中可以得知f==-β·δr。因此可以总结简谐近似的物理本质是：对于温度较低情况下的晶格微小振动，原子间的相互作用可以视为与位移成正比的弹性回复力，即视格点原子在平衡位置附近作简谐振动。

注：对于一个具体的物理问题是否可以采用简谐近似，要看在简谐近似下得出的理论结果与实验是否一致。对于有些问题，如晶体的热膨胀、热传导等，就需要考虑高阶项的效应，称为非简谐效应。

6.声子

根据格波能量的量子化特征，我们用声子作为晶格原子集体运动形成的格波的能量激发单元。它是描述这种集体运动状态的量子，也是一种元激发。声子不是真实的粒子，称为“准粒子”，具有能量还具有准动量声子只存在于晶体中，脱离晶体后就没有意义了。声子是玻色子，遵从玻色—爱因斯坦分布：



7.频率分布函数ρ（ω）

一般也称为频谱密度或状态函数，表示单位体积的固体中，在ω 到ω+dω 频率间隔内的振动模式数目。

二、一维原子链的振动

注：一维单原子链的色散关系推导很重要，读者应理解其思路并能熟练地写出全过程。

1.一维单原子链模型

考虑一系列相同且质量为m 的原子等距地排列在一条无限长的直线上形成一维单原子链（即一维简单晶格）。设在T=0K 下相邻原子在平衡位置间距为r0。由于T＞0K 时原子开始不停地热运动，会离开各自的平衡位置，又在近邻原子的作用力下具有返回平衡位置的趋势，从而在平衡位置附近作微振动。弹簧模型可以近似表达这种微振动，如图4-1所示。

图4-1中的第一行表示t=0 的平衡状态下原子链的状态；第二行表示在t时刻，T＞0K时各原子偏离平衡位置的状态。xn和xk分别表示第n 个和第k 个原子在t 时刻偏离平衡位置的位移。用xnk=xn-xk表示在t时刻第n 个和第k 个原子间的相对振动位移。


图4-1　一维单原子链模型图

用u（r）表示两个原子间的互作用势能，在T＞0K 的t时刻，由于产生相对位移，故引入小量δr→0，则有r=r0+δr。则一维情形下的u（r）的泰勒展开式如下：



u（r）对自变量r求一次导数并取相反数，可得两原子间的相互作用力f 为



由于振动微弱，根据简谐近似，忽略掉作用力展开式中的非线性项，只保留δr的一次项，故有



现在考虑第n 个和第k 个原子间的相互作用力fnk。在原子发生微小振动的前提下，可以认为xn、xk和xnk都是位移小量。因此在一维情形下，fnk可以近似写为



式中：，称为弹性恢复力系数，很显然对原子间距固定的原子链，βnk是常数，简记为β。因此近邻原子（不一定最近邻）之间的作用都可以近似用一个劲度系数为β的弹簧模型来描述。

为使问题进一步简化，只考虑最近邻的两个原子对中间原子的相互作用（也称最近邻近似），则第n个原子的振动方程为



注：在一维三元简谐系统中，中间的球体向任一端运动引起弹簧形变时，两端的球体给中间球体的力的方向均与中间球偏离平衡位置的方向相反，故两个弹力要相加。但这并不是严谨证明，有兴趣的读者可以通过讨论证明。


解上述振动方程，得试探解



结合第一章中一维布拉菲格子特性可知，一维单原子链的晶格常数a=r0。因此，上述试探解可以写为下列更常用的形式：



试探解表明，链上原子均以同一角频率ω，同一振幅A振动，任意两原子间的相位差为aq（n′-n），距离为的整数倍。这说明晶格中各个原子间的振动相互间都存在着固定的位相关系，即原子的振动形成了波，这种波称为格波。在简谐近似下，格波可以分解成许多简谐平面波的线性叠加。

将试探解代入原振动方程中，可求得色散关系：



色散关系曲线ω（q）-q如图4-2所示。


图4-2　一维单原子链色散关系曲线

我们发现，色散关系曲线是周期为的偶函数，且ωm=由于ω（q）的周期恰为一维简单格子的倒格子原胞长，因此可以将q限制在第一布里渊区内：q∈（只需保证区间一开一闭即可）。

这里不妨引入波动力学的两个概念——相速度vp与群速度vg。前者指频率为ω，波矢为q的纯波传播速度；后者指平均频率为ω，波矢为q的波包的速度。对于一维单原子格子，格波的相速度和群速度为



可以看出，格波的相速度、群速度都是波矢q的函数，表明格波具有色散性质。而弹性波的波速只与介质性质有关而与波矢无关。

（1）长波近似（|q|→0）：当q取值很小时（λ=很大），即在布里渊区附近时，色散关系退化为线性关系：



可以进一步得知vp=vg=符合弹性波的相速度和群速度关系。这是因为在格波波长很大时，晶格常数a相比之下显得很小，所以晶格被看作连续介质，故此时格波接近于连续介质中的弹性波，波速与波矢q无关。一般也称单原子链中传播的长格波为声学波。




注：一维单原子链的色散关系与长波、短波近似本身就可以命制一道大题，因此务必熟练掌握。

2.一维双原子链模型

在一维单原子链的基础上，我们研究一维无限长双原子链。不妨设其包含N 个原胞，则共有2N 个原子，两种原子的质量分别为m 和M，且m＜M。晶格常数为a，相邻原子间距为恢复力系数为β。同样原子只能沿直线的两个方向振动。如图4-3所示。


图4-3　一维双原子链模型图

易写出振动方程




图4-4　一维双原子链色散关系曲线

中间求试探解再代入的步骤不再赘述。可以解得色散关系为



很显然，一维双原子链的ω 和q 之间存在两种不同的色散关系。其中频率ω0的取值较高，称为光学模，其对应的格波可以用光激发，故称为光学支格波；频率ωA的取值较低，称为声学模，其对应的格波称为声学支格波。


从图4-4中看出，当q取±时，光学波与声学波之间存在一个频率间隙，即ω 不能在这个间隙中取值。频率间隙也是能量间隙，对应于声子能量的禁带。两原子质量差别越大，光学波和声学波之间的频隙就越宽，而光学波本身的频率范围也就越窄。

长声学波：相邻原子的位移相同，原胞内的不同原子以相同的振幅和位相作整体运动。因此，可以说，长声学波代表了原胞质心的运动。不难证明，|q|→0 时，声学模因此该支格波的相速度等于群速度，是声学支。

长光学波：原胞的质心保持不动，两相邻原子振动方向相反。所以定性地说，长光学波代表原胞中两个原子的相对振动。

长声学波与长光学波的区别如图4-5所示。

3.玻恩-卡门假设及主要结果

前面推出的振动方程，仅适用于无限长原子链，而实际晶格是有限的。为使在无限长原子链上推出的振动方程适用于有限长的晶体，玻恩和卡门把边界对内部原子振动状态的影响考虑成如下所述的边界条件：

（1）由M 个原子构成的原子链，为无限长原子链中的一段，且M=m N，其中N 为原胞数，m 为每个原胞中的原子数；

（2）把这M 个原子组成的一维原子链看成一个闭合环，它包含有限数目的原子，但实际上第（M+1）个原子就是第一个原子。

只要N 足够大，圆环半径远大于晶格常数a，就局部看来，仍可认为原子排列在一条直线上。周期性边界条件既保证了原子数的有限，又消除了边界的影响，简化了方程的求解。从而可推出如下结论（表4-1）：

1）晶格振动的波矢数=晶体中的原胞数。

2）晶格振动频率数=晶体中所有原子的自由度数。

3）晶格振动模式数=晶体中所有原子的自由度数。


图4-5　一维双原子链中长声学波与长光学波的区别

表4-1　典型晶体中波矢数与频率数

注　表4-1可以适当理解记忆，有利于快速解题。


三、格波的量子理论

根据表4-1的最后一行可知，简谐近似下，原胞内原子数为n 的三维晶体中存在3n N 个独立的简谐格波，晶体中任一原子的实际振动状态由这3n N 个简谐格波共同决定。那么，晶格振动的系统能量是否可表示成3n N 个独立谐振子能量之和？

首先考虑一维单原子链的情形。其哈密顿量为



由于出现了xn+1、xn的交叉项，量子化遇到了困难。在简谐近似下，我们用一系列独立谐振子的振动来表达格波的各独立模式，也就是用简正坐标Qq（t）代替原子在坐标空间中的坐标。

注：简正变换要求非常扎实的量子力学基础，有兴趣的读者可以查阅量子力学教材的相关章节。固体物理看似处处都有量子力学的影子，其实量子力学更多的还是作为工具，辅助学习者对固体物理的掌握。本科阶段对偏微分方程或者格林函数不熟悉很正常，这并不影响对固体物理概念的理解与知识体系的把握。

经过简正变换后可以发现，系统总哈密顿量为N 个谐振子的哈密顿量之和：



上式说明，晶格振动等价于N 个谐振子的振动，且两者频率相等。

由量子力学可知，一个简谐振子的能量本征值为



因此，晶格振动能量是以为单位量子化的，通常把这个能量量子称为声子。

将一维原子链的方法推广到三维，则三维晶格振动的总能量为



式中：N 为晶体中的原胞个数；n为每个原胞中的原子个数。

综上，原命题成立。

注：通过以上的推演，先是将N 个相互耦合的原子振动问题经过简正变换转化为N个独立的谐振子问题，再通过量子化转化为N 个声子的“理想气体问题”。这种简化处理问题的思路很重要，在能带理论中还会再次见到。

四、声子的概念和应用

（1）声子是晶格原子集体运动形成的格波的能量激发单元，是一种元激发。它的能量等于。声子不是真实的粒子，而是一种“准粒子”。

（2）声子只存在于晶体中，脱离晶体后就没有意义了。而波矢为q的声子并不带有动量hq ，因为声子的频率ω 是波矢q 的周期函数，当波矢增加一个倒格矢Kh时，不会引起频率和原子位移的变化。然而，当一个声子与另一个声子或其他粒子发生相互作用时，又具有动量的性质，因而称为声子的准动量。


（3）引入声子概念后，可以把晶格振动的每一个格波看作是由数目为ni，能量为的理想声子组成的，而整个系统则是由众多声子组成的声子气体。

格波在晶体中传播受到散射的过程，可以理解为声子同原子（离子实）的碰撞；电子在晶体中被散射，可看作是由电子和声子的碰撞而引起的。当电子（或光子）与晶格振动相互作用时，以为单位交换能量：若电子从晶格获得hωi的能量，称为吸收一个声子；若电子给晶格的能量，称为发射一个声子。

（4）声子是玻色子。由于晶体中可以激发任意个相同的声子，不像费米子一样受泡利不相容原理限制，且粒子数不守恒，所以声子是玻色型的准粒子，遵循玻色-爱因斯坦统计。系统处于平衡态时的平均声子数：



声子的平均能量则为



五、晶格比热容

1.晶体比热容的实验规律

（1）在高温时，晶体的比热容为3m NkB，其中N 为晶体中的原胞个数，m 为每个原胞中的原子个数，kB=1.38×10-23J·K-1为玻尔兹曼常量。

（2）在低温时，晶体的比热容按T3趋近于零。

2.晶体比热容的一般理论

固体定容比热容定义为：在物体体积不变的情况下，单位质量的某种物质温度升高1K 所吸收的热量。固体物理中的比热容常用摩尔比热，表达式为



式中：U 为晶体总能量。

晶体的比定容热容由两部分组成：



式中：CV，m（T）声子是晶格摩尔振动比热容；CV，m（T）电子为晶体摩尔电子比热容。

在温度不太低的条件下，CV，m（T）声子≫CV，m（T）电子。本节只讨论晶格振动比热。

（1）高温下晶体的晶格比热容：不考虑量子效应，根据能量均分定理，每一个自由度的平均能量是kBT。若晶体有N 个原胞，每个原胞包含m 个原子，则总自由度为3mN，所以晶体的总能量为



则晶格比热容为



上式表明，在高温条件下，晶格摩尔比热容是一个与材料性质和温度都无关的常数。这就是杜隆-珀蒂定律。但在低温时，经典理论不再适用，必须考虑新的理论。


（2）低温晶格振动的内能（晶格振动的量子理论）：晶体可以看成是一个热力学系统，

在简谐近似下，晶格中原子的热振动可以看成是相互独立的简谐振动。每个谐振子的能量都是量子化的。对于含有N 个原子的三维晶格系统，其总能量为



而在运用CV，m=时会遇到求和上的困难。由于频率ω 可以视为准连续的，因此可以将求和变换为积分运算。

为此须引入频谱分布函数——频谱密度或状态函数ρ（ω），表示单位体积的固体中，在ω 到ω+dω 频率间隔内的振动模式数目。且有



因此晶体总能量U 可以写为



因此晶体摩尔比热容为



然而对于三维晶体，其频谱密度很难准确求得。因此人们提出了简化模型，较典型的就是爱因斯坦模型和德拜模型。

3.晶体比热的爱因斯坦模型

爱因斯坦模型的假设主要有以下两条：

（1）晶体中原子的振动是相互独立的。

（2）所有原子都具有同一频率ωE，这个频率称为爱因斯坦频率。

设晶体由N 个原子组成，因为每个原子可以沿三个方向振动，共有3N 个频率为ωE的振动。因此晶体总能量为



则不难推出，晶体摩尔比热容为



式中：ΘE为爱因斯坦温度。

定义kBΘE=且爱因斯坦比热容函数为



下面讨论爱因斯坦晶格比热理论在高温极限和低温极限下的结果。

1）高温时，ΘE≪T，则爱因斯坦比热函数为




利用ex在x→0时的泰勒展开式为



可化简得



显然，晶体摩尔比热容CV，m=3NkB，符合实验规律。

2）低温时，ΘE≫T，因此



故晶体摩尔比热容：



不难发现，此时CV，m比T3趋于零的速度更快。是什么原因使爱因斯坦模型在低温时不能与实验相吻合呢？根据爱因斯坦温度的定义，爱因斯坦频率ωE大约为1013Hz，处于远红外光频区，相当于长光学波极限。

具体计算表明，在甚低温度下，格波的频率很低，属于长声学波，也就是说，在甚低温度下，晶体的比热容主要由长声学波决定。因此爱因斯坦模型在低温时不能与实验相吻合。

因此，需要采用晶体比热容的德拜模型去解释低温下晶体比热容与温度的关系。

4.格波的总模式密度

频率分布函数：单位体积、单位频率间隔内的振动模式数，大小为



设三维晶体有N 个原子，则有=3N。其求解思路如图4-6所示。

体积元包含的波矢数目为波矢密度与体积元的乘积，即



因此，波矢q到q+dq之间的波矢数目为



由梯度定义知，dω=|∇qω（q）|dq，代入上式有



则第α支格波的模式密度为



图4-6　求解频率分布函数思路图



将3N 支格波都考虑在内，则格波的总模式密度为



式中：Sα为第α支格波的等频面。

5.晶体比热容的德拜模型

德拜模型的假设主要有以下三条：

（1）假设晶体是各向同性的连续介质，格波为弹性波。

（2）存在一支纵波和两支横波。

（3）晶格振动频率在0～ωD之间，其中ωD为德拜频率。

在波矢空间，等频面Sα是半径为q的球面，因此第α支格波的模式密度为



弹性波有1支纵波、2支横波，共3支格波。所以总的模式密度为



故总模式密度为



不难推出，晶体摩尔比热容为




下面讨论德拜晶格比热理论在高温极限和低温极限下的运用：

（1）高温时，ΘE≤T，x≤1，则德拜比热函数为



利用ex在x→0时的泰勒展开式：



可求得



故高温时的晶体比热CV，m=3NkB，显然，高温时与实验规律相吻合。

（2）低温时，ΘE≫T，德拜比热函数：



故晶体比热容：



显然，在低温度下，比热与T3成正比，与实验符合。这个规律称为德拜定律。

六、晶体的物态方程和热膨胀

（1）晶体的自由能表达式：



（2）晶体的物态方程：



式中：γ=是一个无量纲的量，具有很复杂的性质，称为格林爱森常数，数值为正。

（3）热膨胀：在不施加压力的情况下，晶体体积随温度变化的现象称为热膨胀。体膨胀系数满足格林爱森关系式：



上式表明，热膨胀系数与晶格的非谐效应有关。在简谐振动情况，γ=0，则不会发生热膨胀现象。

思考题

4-1　试阐述在一维有限长原子链振动模型中引入玻恩-卡门边界条件的作用。

答：在一维有限长原子链振动模型中，除了原子链两端的两个原子外，其他任意一个原子的运动都与相邻两个原子的运动相关。即除了原子链两端的两个原子外，其他原子的运动方程构成了个联立方程组。但原子链两端的两个原子只有一个相邻原子，其运动方程仅与一个相邻原子的运动相关，运动方程与其他原子的运动方程迥然不同，给整个联立方程组的求解带来了很大的困难。

引入玻恩-卡门边界，就是将有限个原子组成的一维原子链看成一个闭合环，它包含有限数目的原子，但只要原子数目足够大，圆环半径远大于晶格常数a，就局部看来，仍可认为原子排列在一条直线上，这样一来，既保证了原子数的有限，又消除了边界两个特殊原子的影响，简化了方程的求解。

4-2　什么叫简正振动模式？简正振动数目、格波数目或格波振动模式数目各如何取值？

答：在分析讨论晶格振动时，将原子间作用力的泰勒展开式中的非线性项（位移的二次及以上项）忽略掉的近似称为简谐近似。在简谐近似下，由N 个原子构成的晶体的晶格振动，可等效成3N 个独立的谐振子的振动。每个谐振子的振动模式称为简正振动模式，它对应着所有的原子都以该模式的频率做振动，它是晶格振动模式中最简单最基本的振动方式。原子的振动，或者说格波振动通常是这3N 个简正振动模式的线性叠加。

简正振动数目、格波数目或格波振动模式数目是一回事，这个数目等于晶体中所有原子的自由度数之和，即等于3N。

4-3　什么是格波？晶格热振动中，长光学支格波与长声学支格波本质上有何差别？

答：晶体内原子热振动表现为各种模式的波，即为格波。在复式晶格热振动中，存在长光学支格波和长声学支格波。

长光学支格波的特征是每个原胞内的不同原子做相对振动，振动频率较高，它包含了晶格振动频率最高的振动模式。长声学支格波的特征是原胞内的不同原子没有相对位移，反映的是原胞质心的运动，振动频率较低，它包含了晶格振动频率最低的振动模式，波速是一常数。任何晶体都存在声学支格波，但简单晶格（非复式格子）晶体不存在光学支格波。


4-4　简述声子与光子的区别。

答：主要有以下区别：

（1）光子是一种真实的粒子，它可以在真空中真实地存在。声子是人们为了更好地描述晶体中格波的激发状态而引进的一种假想粒子。它不能游离于固体之外，更不能跑到真空中，离开了晶格振动系统，也就无所谓声子。所以，声子是种准粒子。

（2）声子的频率正比于它的波矢k，它带有动量。随着光子的运动，有物质的迁移。在光被吸收或反射时，这个动量hk 使光子显示出粒子性。而声子代表原子的振动状态，不与物质的迁移相联系，因而相应于波矢q的声子并不带有动量，而是带有准动量。

4-5　在不同温度下，晶体中声子数目是否守恒？

答：声子服从玻色统计分布。因此频率为ωi的格波的平均声子数为



即每一支格波的声子数都与温度有关。因此，晶体中声子数目不守恒，它是温度的变量。

4-6　在温度一定时，一支光学波的声子数目多还是声学波的声子数目多？对同一个振动模式，是温度高时的声子数目多还是温度低时的声子数目多？

答：频率为ωi的格波的平均声子数为



4-7　高温时，频率为ω 的格波的声子数目与温度有何关系？

答：温度很高时，因此频率为ω 的格波的平均声子数为



可见高温时，格波的声子数目与温度近似成正比。

4-8　简单介绍引入声子的好处。

答：声子是固体材料中一个基本的能量子，对材料的多方面性质都有着重要的影响。引入声子以后，就可以将晶格集体振动系统看成是由不同能量的理想声子组成的声子气体。各种微观粒子与晶格振动系统的相互作用，可以看成这些粒子与声子相互作用或碰撞，这些碰撞服从能量守恒和准动量守恒定律。

晶格振动的热能就是声子的总能量。谐振子能量的增加和减少可用声子的产生和消灭来表示。热传导可以看成声子的扩散。金属电阻随温度升高而增大的现象可看成是声子增多、对电子散射增强的结果。声子还在超导现象中扮演着重要的角色，声子与电子相互作用，使两个电子结合成库柏对，从而产生超导现象，等等。这样，借助于声子概念，就可以比较方便和形象地理解、处理许多物理问题。


4-9　爱因斯坦模型在低温下与实验存在偏差的根源是什么？

答：根据爱因斯坦温度的定义，爱因斯坦模型中格波的频率大约为1013Hz，属于光学支格波频率。但光学支格波在低温时对热容的贡献非常小，长声学格波在低温下对热容贡献大。因此，没有考虑声学波对热容的贡献是爱因斯坦模型在低温下与实验存在偏差的根源。

4-10　在极低温下，德拜模型为什么与实验相符？

答：在极低温下，不仅光学支格波得不到激发，而且声子能量较大的短声学支格波也没有被激发，受到激发的只是声子能量较小的长声学支格波，近似于弹性波。因此，在极低温下，德拜模型只考虑弹性波对比热容的贡献，这与实验相符。

4-11　从图4-7所示的实验曲线，你能否判断哪一支格波的模式密度大？


图4-7　习题4-11图

答：从图4-7所示的实验曲线可以看出，在波矢空间内，光学纵波振动谱线平缓，声学纵波振动谱线较陡。单位频率区间内光学纵波对应的波矢空间大，声学纵波对应的波矢空间小。格波数目与波矢空间成正比，所以单位频率区间内光学纵波的格波数目大。而模式密度是单位频率区间内的格波数目，因此光学纵波的模式密度大于声学纵波的模式密度。

4-12　石英晶体的热膨胀系数很小，问它的格林爱森常数有何特点？

答：由热膨胀系数αV的公式（格林爱森关系）：αV=可知，热膨胀系数与格林爱森常数γ成正比。石英晶体的热膨胀系数很小，它的格林爱森常数也很小。从本例也可以看出，格林爱森常数γ大小可作为晶格非简谐效应大小的尺度。

4-13　在绝对零度时还有格波存在吗？若存在，格波间还有能量交换吗？

答：频率为ωi的格波的振动能为：其中，是由ni个声子携带的热振动能，是零点振动能，声子数：因而，绝对零度时，ni=0，故频率为ωi的格波的振动能只剩下零点振动能。格波间交换能量是靠声子的碰撞实现的，因此绝对零度时，声子消失，格波间不再交换能量。

4-14　晶格振动对晶体的哪些性质起哪些影响？

答：晶格热振动对晶体的热学性质有直接的影响，比如晶体的比热容与晶格振动的模式密度有直接的关系；晶体的热膨胀和热传导也直接由晶格振动的特点而决定。

另外，晶格振动对晶体的光学性质，电学性质，结构相变等也有重要影响，甚至是决定性的作用。比如离子晶体中的光学波可产生极化电场，其与入射电磁波（光波）的相互作用可影响晶体的光学性质；光学软模波（ωj→0）可导致晶体结构相变；晶格振动可引起电子之间的强关联，这种强关联导致晶体在一定条件下的奇异性质，比如超导电性就是声子在起主导作用。

4-15　采用周期性边界条件的根据是什么？它揭示了振动状态的哪些特点？

答：由于处在边界、表面上的原子明显与内部原子不同，因而应有不同的运动方程。但是考虑到表面原子数目与内部原子数目相比很少，除了专门研究表面的性质外，一般情况下表面原子的特殊性对晶体整体性质产生的影响可以忽略。因而不同的边界条件不会影响晶体的性质，而最合理且最简便的边界条件就是周期性边界条件。

另一方面，晶格振动应该用量子力学处理。在有限区域内，为保证力学量算符的厄米性，必须采用周期性边界条件。

4-16　讨论晶格振动时，引入布里渊区概念的根据是什么？利用布里渊区概念可得到哪些主要结论？

答：引入布里渊区的根据是格波的色散关系具有对倒格矢Kh的周期性，即ω（q+Kh）=ω（q）。当波矢q变成（q+Kh）时，原子的振动频率不变，也就是说q 和（q+Kh）是同一格波的波矢。因而可将q的取值限制在第一布里渊区内，从而简化问题。利用布里渊区可得到格波的波矢q的数目为原胞数N。

4-17　分析简正坐标和简正振动在讨论晶格振动问题中所起的作用。

答：简正坐标实际上是晶格振动在由l=0，1，2，…，N 为基矢所构成的希尔伯特空间（态空间）的表示，其从实空间的坐标表示到态空间的简正坐标表示可与量子力学的表象变换相类比。引入正则坐标后，原来在实空间N 个相互作用着的原子体系变成等效的在态空间的N 个独立的谐振子，这样就可以利用近独立子系统计物理来处理晶格振动问题，大大降低了处理问题的难度。

计算题

4-18　一维单原子晶格，在简谐近似下，考虑每一原子与其余所有原子都有作用，求格波的色散关系。

解：设第n个原子的势能函数为




简谐近似下：



对一维单原子链，上式可以改写为



因此，作用力为



故有



可以得到第n个原子的振动方程：



令k=n+m，则



利用βm=β-m，上式改写为



4-19　聚乙烯链…-CH=CH-CH=CH-…的伸张振动，可以采用一维双原子链模型来描述，原胞两原子质量均为m，但每个原子与左右邻原子的力常数分别为β1 和β2，原子链的周期为a。证明振动频率为




证明：第2n原子与第（2n+1）个原子的运动方程为



代入方程，得到



进一步得到：



而线性齐次方程有解的必要条件是系数行列式为0，即



故



整理得



解得



4-20　求一维单原子链的振动模式密度ρ（ω），若波格的色散可以忽略，其ρ（ω）具有什么形式？比较这两者的曲线。

解：对于一维单原子链：



dq间隔内单原子链振动波矢为因此ω～ω+dω 间隔内的振动模式数为




因此得到


图4-8　习题4-20图



若格波的色散关系可以忽略，说明晶格振动频率ωE为爱因斯坦模型，此时



可解得



两种模式密度的曲线如图4-8所示。

4-21　金刚石（碳原子量为12）的杨氏模量为1012N/m2，密度ρ=3.5g/m3。试估算它的德拜温度ΘD。



代入求解德拜温度：



4-22　试用德拜模型求晶体中各声频支格波的零点振动能。

解：根据德拜模型，有




由U0=U0L+2U0T，得



4-23　试证明：对于相距不是晶格常数倍数的两个同种原子构成的一维双原子分子链，其最大振幅是相同的。

证明：不妨设一个原子的振幅为A，另一个原子振幅为B，由一维双原子分子链的振动方程：



可得两原子振幅之比为



式中：m 是原子的质量。

其声学波和光学波的频率分别为



代入上式，得声学波和光学波的振幅之比分别为



因此，=1。即对于同种原子构成的一维双原子分子链，相距为不是晶格常数倍数的两个原子，不论是声学波还是光学波，其最大振幅是相同的。

4-24　具有二维立方点阵的某简单晶格，设原子的质量为M，晶格常数为a，最近邻原子间相互作用的恢复力常数为c，假定原子垂直于点阵平面作横振动。试证明：此二维系统的格波色散关系为



解：取格点坐标为（l，m）的原子的最近邻四个原子（l+1，m）、（l-1，m）、（l，m+1）、（l，m-1）对其的作用力为






故可以写出运动方程：



设格波函数可以写为



代入运动方程，得到色散关系为



4-25　设某三维晶体光频声子的色散关系为ω（q）=ω0-Aq2，试证明，其声子模式密度为



证明：根据三维晶体的模式密度计算公式：



第α支格波的模式密度为



式中：Sα为第α支格波的等频面。

在q=0附近，ω（q）=ω0-Aq2，可知等频面是一个球面。

又有|∇qω|=|-2Aq|=2Aq，代入第α支格波的模式密度公式，有



由上述方程可知，ω＜ω0，且ω 的取值有最小值ωmin=ω0

在ωmin＜ω＜ω0以外的频率，模式密度均为0。

综上所述，三维晶体的声子模式密度为



4-26　使用德拜近似，证明同类原子所组成的下列系统的低温比热容与温度的关系。

（1）在一维系统中Cv∝T。

（2）在二维系统中Cv∝T2。


证明：（1）对于一维简单格子，按德拜模型，可知色散关系：



由于一个一维简单格子中仅一支声频支格波，因此在dω 范围内，包含的模式数为



故模式密度为



设该一维系统的原子数目为N。将ρ（ω）代入以下积分式：



易解得



根据德拜模型下的比热容公式，有



在高温时，可以近似认为x→0，故有



故高温下的比热容不显含T。

在低温时，可以近似认为ΘD/T→∞，故有



故低温下的比热容为



（2）对于二维简单格子，按德拜模型，可知色散关系：



二维简单格子的模式密度计算公式：






因此，该等频面为圆。

二维介质有两支格波：一支声学波，另一支光学波。因此总模式密度为



式中，

由总原子数为2N，有



易解得



代入德拜模型下的比热容公式，有



当温度较高时：ex≈1+x。因此进一步化简可知，高温下的比热容不显含T。

当温度较低时，有



代入比热容公式，得



式中，A=

4-27　设d维简单晶格中，频率ω 与qμ成正比，试证明：



证明：（1）不妨设ω=kqμ，则有

而对于d维简单晶格，若Sd为d维空间等频球面，还有Sd=k′qd。

因此




由简正模式密度的公式可知



故有



再结合ω=kqμ进一步化简上式，得



取一定常数B，可写出简正模式密度为



（2）由（1）可知，简正模式密度为



代入内能公式，可得



令=x，故当T→0时，x→∞。根据相关积分公式，积分项可视为常数。故在低温时，

因此，定容比热满足关系：



取一定常数C，则比热容为



直接代入，可得



4-28　试证明：在一维单原子链中，ω＞ωm（截止频率）格波的阻尼系数α 与ω 的关系满足



证明：鉴于上面有很多题目涉及一维单原子链，在此不再推导一维单原子链的格波函数和频率色散关系，直接给出。




4-29　假定作用在L 平面上总的力满足方程：



其中晶面间的力常量Cp为



式中：A和k0为常数，p 取遍所有整数。利用此式和晶格振动方程证明：

（1）色散关系为




并计算的表达式。

（2）当q=k0时，为无穷大，并讨论ω2（q）的变化情况。

证明：（1）已知力常数Cp为



代入晶格振动方程：



对q求二阶导数，得



（2）当q=k0时，代入（1）中的方程，得



由于∑sin2n是发散级数，因此

说明声子色散关系ω2（q）曲线在q=k0处的切线斜率趋近于无穷，也就是声子色散关系在曲线k0处有曲折。

4-30　已知一维单原子链，其中第j 个格波，在第n 个格点引起的位移为μnj=ajsin（ωjt+naqj+σj），σj为任意个相位因子，并已知在较高温度下每个格波的平均能量为kBT，具体计算每个原子的平方平均位移。

解：任意一个原子的位移是所有格波引起的位移的叠加，即



由于μnj是时间t的周期性函数，其长时间平均等于一个周期内的时间平均值为



已知较高温度下的每个格波的能量为kBT，μnj的动能时间平均值为




式中：L 是原子链的长度；ρ是质量密度；T0为周期。

所以



因此将此式代入，得



所以每个原子的平均位移为



4-31　设有等质量而电荷交替变号的一维离子链，第l个离子的电荷为el=e·（-1）l。原子间的势为两种贡献之和：①最近邻离子间的短程弹性相互作用，力常量为C1e=β；②所有离子间的库仑相互作用。

（1）证明库仑相互作用对原子的力常量的贡献为



式中：a是最近邻平衡距离。

（2）由晶格振动方程可以推导出下列一般的声子色散关系：



证明：色散关系可写为



（3）证明：在布里渊区边界qa=π处，若σ＞0.475 ［或］ 时，则ω2（q）是负的（不稳定模），这里ξ是Riemann-Zeta函数。进而证明，如果σ＞2ln2-1=0.721，则对于小的qa声速为虚数。所以若0.475＜σ＜0.721，对于在（0，π）区间内的某个qa，ω2（q）变为零，因而晶格不稳定。

注意：声子谱不是双原子晶格型的，因为任一离子与其近邻离子的相互作用与其他离子的情况相同。

证明：（1）设此一维离子链沿水平方向，可写出第n 个离子右端的第（n+p）个离子与第n个离子间的库仑力：



考虑≪pa，将上式展成（un+p-un）的级数：



同理，可写出第n个离子右端的第（n+p）个离子与第n个离子间的库仑力：




考虑左右方向上的两个库仑力方向相反，故与第n 个离子相距p 的两个离子对该离子的库仑合力为



因此，库仑力对原子的力常量的贡献：



（2）第n个离子的运动方程：



设格波的解为



代入运动方程化简：



（3）当qa=π时，结合傅里叶级数，将（2）的结论公式进行化简，得




4-32　证明以下物理命题：

（1）频率为ω 的声子模的自由能为

（2）如果是Δ 体积的相对变化，则晶体的自由能可以写为



式中：B 为体积的弹性模量。



证明：（1）考虑频率为ω 的声子模，其配分函数为



故而频率为ω 的声子模的自由能为



（2）晶体的自由能：



若晶体体积改变为δV，则



因此晶体的自由能可以写为



（3）对于ω（q），在考虑受体积变化的影响下，有






假定γq与模q无关，则γq=γ。将自由能对Δ 求导并令之为0，得



（4）由晶体的物态方程：



这里的ω∈（0，ωD），利用德拜近似，将第二项化为






故物态方程可以化简为





第五章　晶体中的缺陷

学习目标

通过本章学习，了解晶体缺陷的定义、分类、特性及其形成原因，掌握点缺陷、线缺陷和面缺陷的基本特征，理解缺陷对晶体宏观性质的影响；在此基础上，了解晶体内缺陷的产生、运动及复合的微观物理过程，并掌握晶体内热缺陷数目的统计方法，能够熟练计算肖特基缺陷和弗仑克尔缺陷的数目。

本章重点难点：晶体内缺陷的具体类型，以及热缺陷数目的统计。

学习内容概述

一、缺陷的类型

（1）晶体的微观特征：严格的周期性。

完整晶体：内在结构完全规则的固体是理想晶体，又称完整晶体。一般可以认为理想晶体只能在绝对零度下才存在。

实际晶体：原子或多或少地偏离了严格的周期性。

（2）缺陷：晶体中任何对理想的完整周期性结构的偏离就是晶体的缺陷。

（3）缺陷的作用：缺陷的存在对晶体性能影响极大，如钢铁易从缺陷处断裂，晶体管易从缺陷处击穿；另外，在晶体中掺入微量杂质（人为制造缺陷），可改变晶体的性质。

（4）晶体的缺陷一般分为：结构缺陷和化学缺陷。前者指没有杂质的具有理想的化学配比的晶体中的缺陷，如弗仑克尔缺陷、位错等；后者指由于掺入杂质或同位素，或者化学配比偏离理想情况的化合物晶体中的缺陷，如杂质、色心等。

（5）按几何特征（尺度、维数）分析，晶体的缺陷包括：点缺陷、线缺陷、面缺陷及体缺陷。

其中，点缺陷包括热缺陷（弗仑克尔缺陷和肖特基缺陷）、杂质原子、色心，还有反位缺陷、极化子、有序合金中的错位、缺陷团等其他形式；线缺陷包括刃位错、螺位错和混合位错；面缺陷包括堆垛层错、晶界；体缺陷包括尺度较大的包裹体、气孔、裂纹、空洞和夹杂物等。

（6）点缺陷：在一个或几个原子的微观区域内（尺度在一个或几个晶格常数范围内）偏离理想结构所形成的缺陷。如空位、填隙原子、杂质原子等。

1）空位、填隙原子的形成原因：这些空位、填隙原子的形成与温度有直接的关系，或者说与原子的热振动有关，因此称它们为热缺陷。主要有以下两类：


a.弗仑克尔缺陷：当晶格中的原子由于热振动能量的起伏（简称热涨落）而脱离格点后，移到间隙位置形成填隙原子，同时在原来的格点位置处产生一个空位，即填隙原子和空位成对出现，该热缺陷称为弗仑克尔（Frenkel）缺陷。

b.肖特基缺陷：当晶体中的原子由于热涨落脱离格点位置后不在晶体内部形成填隙原子，而是占据晶体表面的一个正常位置，并在原来的格点位置产生一个空位，这种缺陷称为肖特基（Shottky）缺陷。

上述两种热缺陷如图5-1所示。


图5-1　热缺陷

由于原子热运动的随机性和热涨落，缺陷消失的过程——缺陷复合也会进行。弗仑克尔缺陷和肖特基缺陷的特点：①对于同一种缺陷，空位和填隙原子、空位和表面新增原子总是成对出现、成对复合；②在一定温度下，缺陷的产生和复合过程达到平衡，缺陷将保持一定的浓度。

注：构成填隙原子的缺陷时，必须使原子挤入晶格的间隙位置，所需的能量要比单纯造成空位的能量大，所以对于大多数的情形，特别是在温度不太高时，肖特基缺陷存在的可能性大于弗仑克尔缺陷，即前者比后者更易于形成。

事实上，热缺陷还有一种形式——填隙原子：由于热涨落，晶体表面上的个别原子可能获得足够的能量而进入晶体内部的格点间隙位置形成缺陷。不难发现，填隙原子并不是完全独立于弗仑克尔缺陷和肖特基缺陷的一种典型的热缺陷形式。因此在实际研究中，只需考虑前两种缺陷即可。

2）杂质原子包括替位式杂质和填隙式杂质。

a.组成晶体的主体原子称为基质原子。在材料制备中，有控制地在晶体中引入杂质（异种原子或同位素）并取代基质原子而占据格点位置，则称为替位式杂质（或置换式杂质）。在半导体行业中，替位式杂质的掺入是制备n型和p 型半导体的重要途径。

b.当外来的杂质原子比晶体本身的原子半径小时，这些比较小的外来原子很可能占据间隙位置，称它们为填隙式杂质。如碳原子进入面心立方结构的铁晶格填隙位置形成奥氏体钢，就是典型的填隙型杂质缺陷。

注：替位式杂质和填隙式杂质都可能引起晶格畸变（局部膨胀或收缩）。

3）色心：透明晶体中的点缺陷或其复合物（一般是正负离子空位）借助其有效电荷捕获电子或者空穴而形成的一类缺陷，由于缺陷中电子或空穴的激发一般会引起晶体可见光谱区的光吸收，使晶体着色，因此称为色心。色心按捕获的带电粒子类型分为电子型色心和空穴型色心。色心本质上是电子或空穴的束缚态缺陷。

a.F心的形成：把碱卤晶体在碱金属蒸气中加热，然后使之骤冷到室温（下面简称这一过程为增色过程），原来透明的晶体就出现了颜色。例如，NaCl呈现淡黄色，KCl呈紫色，LiCl呈粉红色。研究这些晶体的吸收光谱，发现在可见光范围各有一个钟罩形的吸收带，称为F带。把产生这个带的吸收中心叫作F 心（F 心是德语 “Farbe Zertrum”的缩写，原意是色心）。

德·玻尔F心模型：在增色过程中，碱金属原子扩散进入晶体占据正常的一价正离子格点位置，并多余一个电子，同时碱金属原子的进入又破坏了原来的成分比例，使晶格中出现了负离子空位。负离子空位是一种带正电的缺陷，它将吸引多余的电子以保持电中性。这种由带正电的负离子空位与电子所组成的复合体系称为F心，如图5-2所示。


图5-2　F心与V 心


图5-3　常见的几种F心模型

随着人们对F心研究的深入，其他几种F 心形式也被发现。如F′心（由一个二价负离子空位捕获2个电子形成）、FA心（异种离子替换基质正离子后形成的负离子空位捕获一个电子而形成的变形F 心）、F2心（由 〈100〉晶向族上两个相邻F 心组成，又称M心）、F3心（由｛111｝晶面族上三个最近邻F 心组成，又称R 心）。几种F 心在同一模型中如图5-3所示。

b.V心的形成：把碱卤晶体在卤素蒸气中加热，然后使之骤冷到室温，同样会使透明晶体着色，研究其吸收光谱，会发现晶体在紫外区域出现V 吸收带，这个吸收带的中心称为V心。

V心物理模型：在增色过程中，过剩的卤素原子进入晶体以一价负离子的形式占据正常格点位置，并缺少了一个电子，同时卤素原子的进入又破坏了原来的成分比例，使晶格中出现了正离子空位。正离子空位是一种带负电的缺陷，它将吸引多余的空穴以保持电中性。这种由带负电的正离子空位与空穴所组成的复合体系称为V 心，如图5-2所示。对于V 心的认识还在不断发展当中。

另外四种点缺陷形式在此仅作简介，更多类型的点缺陷就不赘述了。

4）反位缺陷：在化合物晶体（如Ga As）中，若在某种条件下其中一种原子脱离了原先自己的平衡位置而占据另一种原子的格点位置，则称为反位缺陷。

5）有序合金（如AB型合金）中的错位可以视为金属晶体中的反位缺陷。


6）极化子：当一个电子被引入完整的离子晶体中时，原先晶体的周期性势场会发生局部畸变，即正离子被吸引而内移、负离子被排斥而外移。这种位移极化作用阻止该电子的逃逸，产生“自陷”作用。这种“电子+晶格极化畸变”可以视作准粒子，被称为极化子。它是固体元激发理论中的基本模型。

7）缺陷团：不同缺陷之间存在复杂的相互作用。例如，电性相反的空位倾向于相互吸引；填隙原子可与空位复合，等等。这种相互作用会导致缺陷聚集而形成缺陷团。空位团和填隙原子团可与位错相互作用。

（7）线缺陷：当晶格周期性的破坏发生在晶体内部某一条线附近的原子时，称为线缺陷（维度为一维），位错是最重要的一种线缺陷。

位错产生的原因：由于应力超过弹性限度而使晶体的一部分相对于其相邻部分发生了相对位移的范性形变（永久的不可恢复的形变，也称塑性形变）。从晶体内部看，它就是晶体的一部分相对于另一部分发生滑移，以致在滑移区的分界线上出现线状缺陷。

线缺陷包括刃位错、螺位错和混合位错。刃位错的位错线与滑移方向垂直，对晶体的范性和强度有较大的影响；而螺位错的位错线与滑移方向平行，可以明显提高晶体的生长速度，是凝固的生长点。晶体中大多数位错不是单纯的刃位错或螺位错，而是两种位错的组合，称为混合位错。两种基本位错如图5-4所示。


图5-4　两种基本位错

上图中的b被称为柏氏矢量，用以反映由位错引起的晶体点阵畸变的累积大小以及方向。某一位错的类型可以由位错线和柏氏矢量的相对方向决定。

（8）面缺陷：当晶格周期性的破坏是发生在晶体内部一个面的近邻，这种缺陷为面缺陷（维度为二维）。最常见的面缺陷有晶粒间界（晶界）、堆垛层错和孪晶界，还有相界、外表面等。这里着重介绍前三种。

1）晶粒间界：大多数固体材料是由取向不同的晶粒结成的多晶体。这些晶粒之间的交界称为晶粒间界，简称晶界。晶粒间界内原子的排列是无规则且比较疏松的，因此原子比较容易沿晶粒间界扩散，杂质原子容易在晶粒间界聚集。

在多晶材料中，相邻晶粒间各种角度的取向都可能存在，当取向差异较小（晶界角＜10，一些教材取15）时，称之为小角度晶界；反之称为大角度晶界。事实上即使在单晶中也可以形成小角度晶界。

柏格斯指出，一系列相互平行排列的刃位错可以形成简单的小角度晶界，也称倾斜晶界；而当晶界角与晶界方向平行时，会产生扭转晶界，可以用螺位错进行描述。大角度晶界较复杂，很难精确描述。

2）堆垛层错：由于密排晶体中晶面的堆积顺序发生错乱而引入的面缺陷。主要有抽出型层错和插入型层错两种类型。面心立方密堆积沿密排面（111）的正常堆垛次序、抽出型层错、插入型层错如图5-5所示。


图5-5　常见面缺陷

3）孪晶界：孪晶界是一种特殊的晶界，在其两侧的晶格呈镜像对称。孪晶界间的区域称为孪晶。孪晶是在切应力作用下，晶体的一部分沿一定的晶面（称为孪生面）和晶向（称为孪生方向）相对于另一部分晶体作均匀的切变时所产生的变形。

（9）体缺陷：实际晶体生长过程中尺寸更大的近宏观缺陷，包括气孔、裂纹、空洞和夹杂物，等等。在体缺陷中，比较重要的是包裹体。包裹体是在晶体生长过程中界面所捕获的夹杂物。它可能是晶体原料中某一过量组分形成的颗粒，也可能是在晶体生长过程中混入的其他杂质颗粒。体缺陷严重影响晶体的性能。

二、热缺陷数目的统计

在一定的温度T 下，晶体中的热缺陷处于不断地产生与复合过程中。当单位时间内产生和消失的数目相等时，热缺陷的数目保持不变，即达到平衡状态。根据热力学统计方法可知，系统处于热平衡的条件是系统的自由能F 最小，其中自由能F 可表示成如下形式：F=U-TS，其中U 代表晶体内能，S 代表熵。

可以论证，热缺陷数目越多，内能的增加量越大，系统混乱度也越大。因此，系统的自由能F 可以视为热缺陷数目n 的函数。由热平衡条件：



即可求出热缺陷的平衡数目。


1.空位和填隙原子的平衡数目

以计算空位平衡数目为例。首先要提出两个假设：

（1）晶体中仅存在空位，且空位数n1比晶体的原子数N 小得多。

（2）空位的出现不影响晶格的热振动状态。

若每形成一个空位所需要的能量为u1，并且由于这n1个空位的形成，晶体中熵的改变量为ΔS，则自由能的改变量为



由统计物理可知，熵满足波尔兹曼关系S=kBln W，其中W 为微观状态数。结合上述假设2，空位出现不影响晶格的热振动状态，可知达到平衡后的微观状态数表达式为



式中：W0为晶格振动所决定的微观状态数；W1为由于空位的出现所增加的原子排列微观状态数，也即从N 个原子中取出n1个原子后形成n1个空位的组合数

注：注意W0和W1之间是相乘的关系。其统计意义在统计物理中有详细的论述。

因此，空位形成过程中的熵变为



接下来的计算要用到斯特令公式：当x 很大时，



由热平衡条件：



可解得



又由假设“空位数n1比晶体的原子数N 小得多”，因此空位的平衡数目：



同理，在晶体内仅存在填隙原子的前提下，可以得出填隙原子的平衡数目：



式中：u2为形成一个填隙原子的能量。

比较n1，n2可以看出，如果填隙原子形成能u2比空位形成能u1大，则填隙原子出现的可能性比空位出现的可能性要小。

有了前面对空位平衡浓度和填隙原子平衡数目的分别计算，我们可以用相同的思路求解弗仑克尔缺陷和肖特基缺陷的平衡数目。


2.弗仑克尔缺陷的平衡数目

弗仑克尔缺陷的形成如图5-1（a）所示。设热平衡条件下弗仑克尔缺陷平衡数目为n。而晶体在初始状态下的原子数为N，填隙位置数目为N′。很显然，平衡数目n即为从N 个原子中取出的原子数，也等于形成的空位数，也是进入填隙位置而形成的填隙原子数目。

根据统计物理，达到平衡后的微观状态数：



不妨认为原子是完全相同的，空位也是完全相同的。则N 个原子中取出n 个原子后形成n 个空位的可能方式数为



而n个原子排列在N′个间隙位置上形成间隙原子的可能方式数为



设每形成一对填隙原子和空位需要能量uF（即单个弗仑克尔缺陷形成能），则自由能变为



结合热力学平衡条件，得



不难解得，平衡数目为



由于热缺陷浓度都很低，可以认为n≪N，n≪N′，因此弗仑克尔缺陷的平衡数目为



3.肖特基缺陷的平衡数目

肖特基缺陷的形成如图5-1（b）所示。在肖特基缺陷形成之前时，格点都被原子占据，原子数=格点数=N。当晶体内部有n个原子运动到表面层后，原子数仍为N，格点数变为N+n。设单个肖特基缺陷形成所需的能量为us，采用上述求解思路一样可以求出肖特基缺陷的平衡数目，在此仅列出结论：



注：（1）运用上述公式进行计算时有一个易错点，就是u1、u2、uF、us表示的是单个缺陷形成所需的能量，单位通常是J、eV。但某些题目涉及的“空位形成能”是热力学概念，一般指摩尔缺陷生成能，单位为J/mol或kJ/mol。

（2）上面所运用的计算缺陷平衡数目的方法（热平衡的自由能条件法）相对易掌握，也是受诸多固体物理和材料科学基础教材青睐的方法，推导过程完全可以命制证明题或者计算题。

统计物理中对类似问题采用的是“配分函数法”，有兴趣的读者可以阅读统计物理教材进行拓展学习。

4.热缺陷的相对浓度

热缺陷的相对浓度是指晶体中某热缺陷的平衡数目n与晶体中的原子数N（由于n≪N，近似视为N）的比值。因此，求热缺陷相对浓度只要优先求解出平衡数目与原子数的关系即可。

三、热缺陷的产生方式

1.高温淬火

高温下点缺陷的浓度很高，如果缓慢降温，则缺陷可以通过复合而消逝，以保持相应温度下的平衡浓度；如果快速降温，这种热处理过程称为淬火，则高温下形成的缺陷对材料的宏观性能，如电学、光学、力学和热学等都有着显著的影响。

2.辐照

在金属中，由于结构紧密，不容易形成弗仑克尔缺陷，肖特基缺陷是主要的缺陷形式，但当金属受到高能粒子的辐照时，入射粒子撞击原子使它离位进入间隙位置从而产生空位和间隙原子。入射粒子能量高低的不同可以产生不同的效果。

3.离子注入

离子注入是用离子束轰击晶体表面而进入晶体的一种工艺，可以产生大量点缺陷。这是半导体材料以及其他功能材料研制过程中经常采用的工艺。将待掺杂的原子离化后经过加速获得足够大的速度和能量，然后入射到晶体，以获得所需要的性能，其优点是可以控制杂质浓度及注入深度。

4.非化学配比

当化合物的成分偏离准确化学配比时可以产生点缺陷，例如：NaCl晶体在钠蒸气中加热处理后，钠原子进入晶体破坏了Na和Cl的化学配比，在这种非化学配比的晶体中产生了Cl-的空位，形成F心。

注：考虑到本科固体物理教学的实际要求，并为突出固体物理学科对于晶体缺陷的重点研究内容——统计物理方法的运用，本章没有收录位错理论和扩散理论中属于材料科学基础重点研究范畴的习题（如位错增殖、位错应力场、非稳态扩散等理论）。建议读者阅读材料科学基础教材系统地学习相关知识。

思考题

5-1　什么是热缺陷？简述其特点，并用热力学原理解释实际材料中必然存在热缺陷。并论证点缺陷是热力学平衡缺陷。

答：形成原因（热涨落）和平衡浓度都与温度相关的点缺陷称为热缺陷，有弗仑克尔缺陷和肖特基缺陷两种主要形式。特点：①热缺陷总是在不断地产生和复合；②在一定的温度下产生和复合达到动态平衡，热缺陷也达到一定的平衡浓度。


热缺陷在实际材料中的存在具有必然性。根据热力学第三定律，任何系统均不可通过某降温途径达到绝对零度，而在T＞0K 的条件下，原子的热振动以及能量的涨落是永不停息的，因此实际材料中总会有空位或填隙原子的产生。

从本质上看，热缺陷的存在一方面引起内能升高，另一方面提高了晶体的混乱度（即引起熵值增加），使得体系自由能降低。因此在一定温度下点缺陷存在一个平衡浓度。

5-2　为什么形成一个肖特基缺陷所需能量比形成一个弗仑克尔缺陷所需能量低？

答：当晶体中的原子脱离格点位置后占据晶体表面的一个正常位置（格点），并在原来的格点位置产生一个空位，这种缺陷称为肖特基缺陷。因此，形成一个肖特基缺陷所需的能量，可以看成晶体表面该原子的势能与该原子在晶体内部原格点处势能的差值。

当晶格中的原子脱离格点后，移到间隙位置形成填隙原子时，在原来的格点位置处产生一个空位，填隙原子和空位成对出现，这样的热缺陷称为弗仑克尔缺陷。因此，形成一个弗仑克尔缺陷所需的能量，可以看成晶体内部一个填隙原子的势能与晶体内部一个原子的势能的差值。填隙原子与相邻原子的距离非常小，它与其他原子的排斥能比正常原子间的排斥能大得多。所以填隙原子势能的绝对值，比晶体表面一个原子势能的绝对值要小。因此，形成一个肖特基缺陷比形成一个弗仑克尔缺陷所需能量要低。

5-3　试解释晶体尺寸由于热膨胀所引起的相对变化量ΔL/L 与X 射线衍射测定的晶格常数相对变化量Δa/a存在差异的原因。

答：肖特基缺陷指的是晶体内产生空位，且原空位处的原子转移到晶体表面层的一种缺陷。因此，肖特基缺陷将引起晶体体积的增大。因此由热膨胀所引起的晶体尺寸的相对变化量ΔL/L 不仅要包括热膨胀引起的晶格常数相对变化量Δa/a，也要包括由于热涨落产生的肖特基缺陷所引起的晶体体积的增大。

而X 射线衍射测定的晶格常数相对变化量Δa/a，只是热膨胀引起的晶格常数相对变化量。因此一般地，当温度不很高时，有关系式：

5-4　KCl晶体生长时，在KCl溶液中加入适量的CaCl2溶液，生长的KCl晶体的质量密度比理论值小，是何原因？

答：Ca2+的半径为0.99Å，K+的半径为1.33Å，两者相差较小，所以Ca2+难以进入KCl晶体的间隙位置，只能取代K+并占据其位置。

但由于Ca2+比K+高一价，为了保持电中性，占据K+的一个Ca2+将引起相邻的一个K+变成空位。因此，加入的CaCl2越多，K+空位就越多。同时，Ca的原子量（40.08）与K 的原子量（39.102）相近，无法弥补空位出现而造成的晶体质量减少，所以在KCl溶液中加入适量的CaCl2溶液引起K+空位，将导致KCl晶体的质量密度比理论值小。

5-5　试阐述刃位错和螺位错的区别与联系。

答：二者均属于晶体内的线缺陷，也即位错。不同之处有如下几点：

（1）刃位错的位错线与滑移方向垂直，对晶体的范性和强度有较大的影响；而螺位错的位错线与滑移方向平行，可以明显提高晶体的生长速度，是凝固的生长点。

（2）刃位错具有一个额外的半原子面，而螺位错则没有。

（3）刃位错的滑移线不一定是直线，也可以是折线或曲线；而螺位错的滑移线一定是直线。

（4）刃位错的滑移面只有一个，故不能在其他面上进行滑移；而螺位错的滑移面不是唯一的。

（5）刃位错周围的点阵发生弹性畸变，既有切应变，又有正应变；而螺位错只有切应变而无正应变。

（6）在刃位错滑移时，刃位错上原子受力的方向与位错滑移方向平行。但螺位错滑移时，螺位错上原子受力的方向与滑移方向垂直。

5-6　对于面心立方密堆积（ABCABC…）和六角密堆积结构（ABAB…），其晶体滑移面分别属于哪个晶面族？简要说明理由。

答：晶体滑移面必定是原子密排面。这是因为密排面上的原子面密度最大，且面与面的间距也最大，故面与面之间原子的相互作用力最小，因此更容易在应力作用下沿着该面发生滑移。

对于面心立方密堆积，（111）是密排面；对于六角密积，（001）是密排面。因此，立方密堆积和六角密堆积晶体滑移面的晶面族分别为｛111｝和｛001｝。

5-7　求体心立方，面心立方，六角密积等晶体结构的滑移方向、最小滑移矢量（也称单位位错柏氏矢量）和长度。

答：根据实验数据和理论推测可知，滑移方向是密排方向或比较密排的方向。因此，根据各晶体结构的特性，可得：



5-8　金属淬火后为什么变硬？

答：要提高金属的强度和硬度，通常采用增加位错的办法来实现。金属淬火就是增加位错的有效办法。将金属加热到一定高温，原子振动的幅度比常温时的幅度大得多，原子脱离正常格点的概率比常温时大得多，晶体中产生大量的空位、填隙缺陷。这些点缺陷容易形成位错。高温的晶体在适宜的液体中急冷，新产生的位错来不及恢复和消退，大部分被存留了下来。大量位错相互交织在一起，某一方向上的位错要发生滑移，会受到其他方向位错的牵制，使位错滑移的阻力大大增加。从宏观上看，就是金属的硬度增加。

5-9　位错能否终止于晶体内部？

答：位错本质上是晶体已滑移区和未滑移区的边界，因此位错不能中断于晶体内部。但位错可以在晶体表面露头，或终止于晶界和相界，或与其他位错相交，或自行封闭成环。

5-10　请列举点缺陷对晶体性质的影响。

答：点缺陷的存在对晶体的力学性质、电学性质、光学性质以及物理性质都相一定的影响，特别与晶体中物质运输过程有关的一些性质受点缺陷的影响最大。晶体的某些性质对即使浓度很低的缺陷也是极其敏感的，称之为结构敏感性。相关影响列举如下：


（1）空位缺陷的出现引起晶体密度的减小。由于肖特基缺陷产生时，伴随表面原子和空位的产生，所以肖特基缺陷，特别是离子晶体的肖特基缺陷将使晶体的质量密度有所减小。比如在NiCl晶体中掺入适量的CaCl2，则钙离子将占据格点位置。为了保持晶体的电中性，将出现一些（正离子）空位，使晶体体积膨胀，这就导致了晶体密度的改变。弗仑克尔缺陷不会引起离子晶体密度的变化。

（2）点缺陷使晶体的电阻显著增大。由于点缺陷破坏了晶格中原子的规则排列，对传导电子产生了附加的散射，使电阻增大。例如，金属材料中的点缺陷引起的电阻升髙可达10%～15%。因此，研究电阻率成为研究金属中点缺陷的一个简单灵敏的方法。

（3）点缺陷直接影响离子晶体的导电性、光学性质。理想的离子晶体的满价带与空导带之间有很宽的禁带，热激发几乎不可能把电子由满价带激发到空带上去，因而它是典型的绝缘体。但实际上离子晶体都有一定的导电性，其电阻明显地依赖于温度和晶体的纯度。许多实验都直接证实了离子晶体是借助缺陷运动而导电的。离子晶体中带电的点缺陷在电场作用下的导电现象称为离子导电。

（4）在晶体生长、半导体材料及电子陶瓷材料制备中，常常有目的地加入少量的外来杂质原子，让其形成替代式杂质，可以显著地改善材料的性能，如发光性能、介电常数、机械品质因数等。

（5）非平衡点缺陷明显地影响晶体的力学性能。非平衡点缺陷的产生主要有三种方式：①高温淬火；②塑性形变；③高能粒子辐照。通过这三种方式产生的大量非平衡点缺陷，能使晶体的力学性能发生很大的变化。例如使晶体的屈服应力得到提高。

（6）点缺陷引起晶格振动频谱的改变。在缺陷附近，原子间的弹性恢复系数发生改变，晶格振动的频谱分布也发生改变，形成一种局限于缺陷附近的振动模式（称为局域模）。

（7）由于高温时点缺陷的平衡浓度急剧增加，点缺陷无疑会对高温下进行的过程，如扩散、高温塑性变形和断裂、表面钝化、腐蚀等产生重要影响。

（8）包括杂质原子、点阵空位、填隙原子、碳、氧玷污及重金属离子玷污是常见的材料点缺陷，这些点缺陷导致器件的低压击穿、微等离子击穿和饱和压降的增大，严重影响器件的成品率和可靠性。

（9）点缺陷将改变晶格的自由能。

（10）点缺陷通过对声子的散射影响晶体的导热性，引起晶体比热反常。

计算题

5-11　假设把一个钠原子从晶体内部移到表面上所需要的总能量为1e V，试计算室温（300K）时，肖特基缺陷的相对浓度。已知钠原子量为23，玻尔兹曼常数kB=1.38×10-23J/K。

解：设N 为单位晶体体积内的钠原子数。则在温度T 时，肖特基缺陷的平衡数目n可写成




由题意知，肖特基缺陷形成能us=1e V=1.6×10-19J。

因此，相对浓度为



5-12　在晶体铜中形成一个肖特基缺陷的能量为1.2eV，若形成一个填隙原子的能量为4e V，试分别计算1300K 时的肖特基缺陷和填隙原子的相对浓度，并对两者进行比较（铜的熔点是1360K）。

解：由于1300K 低于铜的熔点，因此此时铜依旧为固态，故热缺陷是存在的。肖特基缺陷的相对浓度：



填隙原子的相对浓度：



很显然，两者差了11个数量级。由此印证了对同种晶体，在相同温度下肖特基缺陷要比弗仑克尔缺陷更容易生成。

5-13　在离子晶体中，由于电中性的要求，肖特基缺陷多成对地产生，令n 代表正负离子空位的对数，u 是产生一对缺陷所需的能量，N 是原有正、负离子对的数目，在理论上可推出缺陷的相对浓度为



请回答下列问题：

（1）试用热力学平衡条件证明上式。

（2）试求有肖特基缺陷后体积的变化V 为原有的体积。

（3）考虑N≫n的情况。在800℃时，用X 射线测定食盐的离子间距，再由此时测定的密度ρ算得氯化钠的式量为58.430±0.016，而用化学方法所测定的式量是58.454，求在800℃时缺陷相对浓度n/N 与u 的值。

解：（1）证明如下：

已知热平衡条件下正负离子空位的对数为n。而晶体在初始状态下的正负离子对数为N。根据统计物理，达到平衡后的微观状态数：



其中，W0为晶格振动所决定的微观状态数。不妨认为正离子、负离子是完全相同的，正离子空位、负离子空位也是完全相同的。则从N 个正离子中取出n 个转移到表面后形成n 个空位与（N+n）个正离子格点的可能方式数为



同理，从N 个负离子中取出n 个转移到表面后形成n 个空位与（N+n）个正离子格点的可能方式数为




已知产生一对缺陷所需的能量为u，则自由能变化量为



结合热力学平衡条件与斯特林公式，得



不难解得，平衡数目为



整理可得



若加上条件N≫n，则可以写为n=

注：许多教材常将空位平衡数目的统计与肖特基缺陷等同起来，即忽略晶体表面新原子的生成对格点的增加（在本题中体现为W′1=但并不影响结果的正确性，因为两种方法都不可避免地在N≫n条件下运用了近似。另一方面，由于一个肖特基缺陷的产生是一个空位伴随着一个表面原子的产生，因此三者的数目也是一样的，只要能严谨地统计出其中一种的数目即可。

（2）每产生一对肖特基缺陷，同时便在晶体表面填了两个新的原子，增加了体积，也就减少了密度，在肖特基缺陷中所增加的体积为



式中：a为正负离子间的距离。

而晶体原来的体积是



因此，体积变化为



（3）因为X 射线测点阵常数时，其值a 不随有无缺陷而改变；而用化学方法测密度则是真实的，即每单位体积的质量m/V，当晶体总质量m 不改变时，晶体的实际体积V将随缺陷数目的改变而变化，即用化学方法测得密度ρ将由于缺陷的数目增加而变化。


设NaCl式量为M，实际质量为m，每个分子占体积为2a3，则有



考虑X 射线与化学方法的差异，不难得到



因此相对浓度n/N 数量级是10-4。

在N≫n时，有n=N e-u/2kBT，可以反解得



5-14　由600℃降温到300℃时，锗晶体中的空位的相对浓度降低了6个数量级。试求锗晶体中的空位形成能ΔHS（用J/mol表示）。

解：由空位平衡数目公式：



式中：u1为单个空位形成时所需能量。

不妨记空位的相对浓度为Cs，在N≫n时可以认为



因此不难推出



式中，T1=（600+273.15）K=873.15K，T2=（300+273.15）K=573.15K，结合玻尔兹曼常数kB=1.38×10-23J/mol，代入可以解得u1。但这里先不着急计算，为了保证一定的计算精确度，再结合阿伏伽德罗常数NA=6.02×1023mol-1可以一步到位求出



注：本题改编自2008年某大学考研材料科学基础题。首先原题为 “锗晶体中的空位平衡浓度降低了6个数量级”，在本章“知识回顾”部分并没有严格论证热缺陷的相对浓度与平衡浓度是不是一回事，因此不宜混为一谈。

命题人公布的标准答案是运用肖特基缺陷的平衡浓度公式（严格推导过程见清华大学出版社《材料科学基础（修订版）》第4章4.2节P203～206）：




求得空位生成自由焓ΔGS≈191.432kJ/mol（计算过程中的舍入导致一些误差的存在）。事实上将自由焓公式ΔGS=ΔHS-TΔSf代入上述平衡浓度公式，会发现



视C0为常数，则最终会得到ΔHS=ΔGS≈191.432kJ/mol，与改编题的结果ΔHS相差不大。此题很好地展现了学科之间的互通性。正所谓 “条条大路通罗马”，针对同一研究对象，即使研究出发点不同，通过严谨的论证，往往都能得到科学的结论。

5-15　铁-碳合金是面心立方结构，晶体常数为3.61Å，设碳占的比重为1.7%。试计算当碳是填隙式或替代式渗入时，合金的密度各等于多少？

解：C的原子量12g，含量为1.7%；Fe的原子量55.85g，含量为98.3%。

不妨研究100g合金。则C和Fe的物质的量为



（1）如果C是替代式溶入，因此100g合金的总物质的量为1.9015mol，不难求出C和Fe的物质的量浓度为



考虑面心立方结构，可求得替代式的合金密度：



（2）如果C填隙溶入铁，考虑面心立方结构，可求得填隙式的合金密度：



显然，C以不同的方式存在于Fe中，其密度的差别较大。因此，可以用实验的方法确定碳原子在合金中的存在方式。

5-16　若在NaCl晶格中缺少一个Cl-而留下一个带正电的负离子空位，则此空位俘获一个电子后形成缺陷称为F心。这个被俘获的电子所处能级比导带低2.65e V，试问该F心吸收的波长是多少？含有很多这种F心的NaCl晶体是什么颜色的？

解：这个被俘获的电子从低能量能级要向导带跃迁，需要吸收光子的能量E=2.65e V。


由普朗克量子化公式E=hν=可知，F心吸收的波长为



通过对照光谱表可知，该波长位于蓝光波段，因此含有很多这种F心的NaCl晶体是蓝色的。

注：可见光的大致波长范围可以适当地了解一下，建立感性认识：

紫外光：＜400nm；紫光：400～450nm；蓝光：450～480nm；青光：480～500nm；绿光：500～540nm；黄光：540～580nm；橙光：580～620nm；红光：620～750nm；红外光：＞750nm。

5-17　在外力作用下，简立方晶体的（001）晶面沿着 ［100］ 方向发生相对滑移。当滑移量为x 时，势能函数为



试用弹性理论证明：临界切应力为



式中：G 为晶体的切变模量。

证明：简立方（001）晶面上最密原子排列晶向是 ［110］。不妨取 ［110］为x 轴，当（001），面沿着x 方向发生相对滑移时，其回复力为



假设滑移面积为S，则外加的切应力为



式中：τm=，称为最大切应力。

当x≪a时，有



上式说明应力与应变成正比，晶体做弹性形变。由弹性理论知，其比例系数为切变模量：



故临界切应力τm=当外加切应力大于这个值时，晶体将发生范性形变。

值得一提的是，临界切应力的实验值要比晶面刚性滑移理论预期值小3～4个数量级，这表明要使晶体中晶面相对滑移所需的切应力并不像理论预期的那么大。因此泰勒等提出滑移机制新假设，认为滑移过程中并非是整体的相对运动，而是借助位错在滑移面上的运动来实现的。与整个晶面相比，位错线只涉及数目很少的原子，这些原子由于晶格畸变而处于较高的能量状态，容易发生相对运动。位错在滑移面上的运动等价于滑移面上原子的相继运动。按照这个模型计算出来的临界切应力与实际晶体的实验值一致。



第六章　金属电子论

学习目标

通过本章的教学，使学生了解金属自由电子气的经典理论与量子理论，掌握费米面、态密度、费米半径、功函数、接触电势、电子亲和势及弛豫等物理概念；在此基础上，熟练掌握电子热容的计算方法，掌握弛豫时间近似得出的玻尔兹曼方程和电导率公式，深入理解金属导热与导电的微观机制，揭示出金属导热与导电等宏观性质的物理实质。

本章重点难点：金属自由电子气的量子理论、费米能级、电子热容等内容，以及玻尔兹曼方程及金属导电的微观机制。

学习内容概述

一、固体中电子能量的理论的三个发展阶段：经典电子论、量子电子论和固体能带论

经典电子论：代表人物特鲁德（Drude）和洛仑兹，亦称特鲁德模型。

经典电子论的要点：在没有外场作用下，金属中的自由电子沿着各个方向运动的几率相同，故不产生电流。当外加电场后，自由电子定向漂移形成电流，自由电子定向漂移中与正离子发生碰撞，使电子漂移受阻，因而产生电阻。

尽管通过后续学习可知，特鲁德模型具有一定的不完善性，但它依然是一个比较成功的电子理论，时至今日依然是唯象理解金属导电性的有益工具。其中涉及的很多概念也为后续模型所沿用，因此有必要详细阐述个中原理。

1.特鲁德模型对金属结构的解释——葡萄干模型

当金属原子聚集在一起形成金属晶体时，原来孤立原子封闭壳层内的电子（称为芯电子）仍然被紧紧地束缚在原子核附近，芯电子和原子核一起被称为原子实（或离子实）。原子实在三维空间内周期性排布构成晶格。

原来在孤立原子封闭壳层外的电子（称为价电子）由于受到原子核束缚较弱，因此可在金属体内原子实外部空间自由运动。模型示意图如图6-1所示。

从孤立原子结构图中可知，一个原子序数为Za的金属元素原子，有Z 个价电子和和（Za-Z）个芯电子。金属晶体形成后，价电子脱离原子在金属中自由运动，这时亦称它们为传导电子。特鲁德称其为自由电子气系统，可以用经典的分子动力学处理。这是一个很重要的近似，将金属看成是由三维空间中周期性分布的原子实和晶格中自由移动的电子气两部分组成。这一模型也被形象地称为葡萄干模型。



图6-1　孤立原子与金属晶体中的原子结构示意图

2.特鲁德模型的基本假设

（1）自由电子近似：除了电子和原子实的碰撞以外，电子与原子实之间的库仑吸引相互作用完全被忽略（因为带正电的原子实分布均匀）。且因为金属晶体存在表面势垒，电子自由运动的范围仅限于金属内部。当无外加电场时，每个电子做匀速直线运动；当存在外加电场时，每个电子的运动服从牛顿定律。

（2）独立电子近似：忽略电子与电子之间的库仑排斥相互作用，即将金属中的自由电子看作是彼此独立运动的、完全相同的粒子。在独立、自由电子近似中，总能量全部是动能，势能可以被忽略。

（3）碰撞假设：碰撞是运动电子由于撞到不可穿透的原子实而反弹，速度被突然改变的瞬时事件。与理想气体理论不同的是，特鲁德模型忽略了电子之间的碰撞。假设电子和周围环境达到热平衡仅仅是通过碰撞实现的，碰撞前后电子的速度毫无关联，方向随机。则在温度为T 的金属中，把单原子理想气体的内能公式直接用于金属中的电子气体上，得到单个电子的平均能量：



（4）弛豫时间近似。一个电子与原子实发生两次碰撞之间的时间间隔τ称为弛豫时间（或平均自由时间），则单位时间内电子发生碰撞的几率是。它意味着，在任意时刻选定一个电子，在前后两次碰撞之间平均而言，电子将有时间的行程，称为平均自由程l=v0τ。特鲁德进一步假设，弛豫时间与电子位置和速度无关，在无限小的时间间隔dt以内，一个电子碰撞的次数为。

注：值得一提的是，特鲁德模型假定金属电子气类似于理想气体，与声子、光子等同属于玻色子，遵从经典的麦克斯韦-玻尔兹曼统计分布，不遵从泡利不相容原理。这局限了应用特鲁德模型解决问题的范围，也反映了传统统计理论在一些问题面前会遇到困难，故需要进一步发展。

3.特鲁德模型的应用实例

（1）计算出金属的直流电导率，成功解释了欧姆定律。应用特鲁德模型可以推导出直流电流密度j和外电场E 的关系满足j=σE，其中电导率σ=正是欧姆定律。

（2）计算出热导率κ和电导率σ 之间的比例关系，可得到与著名的魏德曼-弗兰兹定律形式一致的公式：



实验证明在常温下是一个普适于所有金属的常数，称为洛伦兹常数。而根据上述公式计算的结果与洛伦兹常数的数量级相同，但还是相差2倍左右。

（3）估算金属电子的弛豫时间和平均自由程，说明特鲁德模型的自洽性。根据能量均分定理以及平均自由程公式结合数量级在10-15～10-14s的弛豫时间τ，可以求得平均自由程在0.1～1nm 范围内，与金属原子间隔一致。这与特鲁德的碰撞假设自洽。

注：在物理学中，理论上的自洽并不等于理论本身是正确的。

4.特鲁德模型遇到的根本性困难

（1）根据经典统计的能量均分定理，N 个价电子的电子气有3N 个自由度，它们对热容的贡献为但对大多数金属，实验值仅为这个理论值的1%，且在低温区与实验不符合。

（2）如上所述，根据模型算出的电子的平均自由程在0.1～1nm 范围内，而实验测得金属的电子平均程在10nm 以上。

（3）经典电子论认为自由电子的顺磁磁化率和温度成比例，但实验证实，自由电子的顺磁磁化率与温度几乎无关。

为解决这些困难，在费米-狄拉克统计理论建立以后，经典电子论发展成为索末菲（Sommerfield）的量子自由电子论。

二、金属自由电子气的量子理论

1.自由电子的状态描述——波函数、能级及波矢

根据索末菲模型的基本假设，可将一个复杂的强关联的多体问题，转化为在平均势场中运动的单电子问题。

其中，正离子提供电荷以满足整个系统是电中性的；每个电子所具有的状态就是一定深度的方势阱中运动的粒子所具存的能态，称为单电子本征态。在求得单电子能级的基础上，利用泡利不相容原理，将N 个电子填充到这些能级中，获得N 电子系统的基态。另外，遵从费米—狄拉克分布的自由电子在运动过程中被认为存在一定的散射机制。

考虑温度T=0K 时，含有N 个自由电子的边长为L 的立方体金属系统。电子在金属中的势能取值




单电子的运动状态用波函数ψ（r）描述。求解定态薛定谔方程：



容易求得电子波函数和相应的能量为



不难证明，电子具有确定的动量和相应的电子速度v=这个速度就是波的群速度，也就是说，金属中电子的自由运动速度与波的群速度一致。

结合周期性边界条件，单个电子波函数表示的是行进的平面波。



可以求得波矢为



可见，边界条件的引入，只允许波矢k 取分立值。当L→∞时，金属中电子的行进平面波状态自然过渡到无限空间的平面波状态。波矢从由上式确定的分立取值过渡到连续变化的取值。

于是可以进一步得到波函数ψ（r）=以及能量。这表面，一组nx，ny，nz的取值就给出了电子的一个状态和对应的能量值，这个能量值对应着一个能级。对于同一个能量值，有多种不同的组合取值，即同一个能量值有多个状态与之对应。多个状态对应同一个能级，则该能级称为简并能级。

在波矢为k 的行波状态下，电子具有确定的动量和速度；由于平面波的波矢k 的量子化，因此单电子的本征能量、动量和速度均取分立值，即量子化。

2.金属中自由电子的态密度


图6-2　状态代表点在k空间的分布

我们把波矢看作是空间矢量，相应的空间称为波矢空间（也称k 空间），如图6-2所示。在以kx，ky，kz为坐标轴的k 空间中，许可的取值（或状态）用分立点表示，每个点在k 空间占据的体积相等，为




根据量子力学原理，电子在分立能级上的分布规则：

（1）电子在能级上的填充遵守泡利不相容原理。

（2）T=0K，电子从最低能级开始填充（能量最低原理）；每个能级可以填2个电子（自旋参量）；能量相同的电子态数目称为简并度。

（3）电子填充的最高能级称为费米能级EF。

定义能态密度g（E）（也称能量态密度）为：在单位体积、单位能量间隔内允许存在的量子态数目。

而在k 到k+dk 的球壳体积元中，电子状态（含自旋态）的数目：



注：在相当一部分教材中，能态密度被定义为 “单位能量间隔内的电子状态数”，即g（E）=事实上这与通过等能面体积元法（参考第四章中的频谱密度求法）求得的能态密度定义相通。当然，本书出于与陆栋教材一致的考虑，仍旧采用g（E）=的计算方法。从物理思想上两者并没有对错之分。

3.费米-狄拉克分布函数

由统计物理知，具有能量为E 的状态被电子占据的几率用费米-狄拉克分布函数表示为



式中：EF为费米能级，它的意义是在体积不变的条件下，系统增加一个电子所需的自由能。

在有限温度下，能量介于E～E+dE 间各状态拥有的电子数：



系统总的电子数：



4.T=0K 时（电子处于基态下）的费米能——费米球、费米面、费米波矢

根据泡利不相容原理，k 空间内每个允许的k 态上只可容纳两个自旋方向相反的电子。因此含有N 个电子的电子气系统，它的最低能量状态（也称基态）对应于k 空间中具有最低能量的个状态点。在T=0K 时，N 个电子的基态是从能量最低的状态点由低到高依次填充得到。



图6-3　N 个自由电子的基态

由于单电子能级E（k）=，且N 的数目很大，因此这些具有最低能量的个状态点占据区域最后形成一个球，一般称为费米球，其半径称为费米波矢kF，如图6-3所示。

在基态时，费米球内的所有状态都被电子占据，而球外的状态全部未被电子占据。在k 空间中将占据态与未占据态分隔的界面，称为费米面。费米面是近代金属理论的重要基本概念，一般来讲，它不是球形。

定义单位体积中的平均电子数为电子数密度n，且电子数N=不难解得T=0K时费米波矢：



而处于费米面上单电子态的能量（称为费米能级EF）在基态下的表达式为



这样还可以依次推出相应的费米动量、费米速度和费米温度：



另外可以推出重要的物理量——费米面的能态密度g（EF）满足：



还有基态单电子平均能量：



该式说明：

（1）T=0K 时，电子填充的最高能级EF与电子数密度n有关。

（2）T=0K 时，电子仍具有相当大的平均能量。

（3）在经典统计中，当T=0K 时，所有的电子的能量都等于零；而量子统计指出，当T=0K 时，电子的费米能量不是零，而是几个电子伏特。这是因为，电子遵从泡利不相容原理，每个能级只能容纳自旋相反的两个电子，所以即使T=0K，电子也不可能全部填充在最低的能级上。

5.T≠0K（低温状态）时的费米能

当T≠0K 时，自由电子气体的状态称为热激发态。由于热激发能近似等于kBT，这个能量仅有费米能的几百分之一，因此仅有费米面内约kBT 能量范围内的电子由于获得能量而可能跃迁到费米面以外的空状态上去。此时电子的分布与基态情况不同。下图6-4为费米分布f（E）-E 曲线，图6-5为费米面与激发态的示意图。

根据相关计算，可以得出T≠0K 时费米能的公式：




图6-4　费米分布曲线

这个公式说明：


图6-5　费米面和激发态（·为电子占据的一个状态）



（3）实验证明EF随温度的微小变化往往对金属的物理性质有重要影响。

综上，对于金属而言，由于T≪TF=总是成立的，因此，只有费米面以内约kBT能量范围的一小部分电子可以被激发到高能态，而离费米面较远的电子则仍保持原来（T=0K）的状态（即基态），我们称这部分电子被“冷冻” 下来。

因此，虽然金属中有大量的自由电子，但是决定金属许多性质的并不是其全部的自由电子，而只是在费米面附近的那一小部分。正因为这样，对金属费米面的了解就显得尤为重要。

该结论推翻了经典电子论的观点，是金属性质研究中最基本最重要的出发点。

三、电子气的比热

应用上面的讨论方法，可以推出每个电子的平均能量：




因此金属电子的摩尔定容热容可以写为



常温下，晶格振动对摩尔热容量的贡献的量级为J/（mol·K2），而电子比热的量级为mJ/（mol·K2）。电子比热与晶格振动比热相比小很多，这是因为尽管金属中有大量的自由电子，但只有费米面附近kBT 能量范围的电子才能受热激发而跃迁至较高的能级。所以电子的热容很小。

而上文提到特鲁德模型预测的金属电子摩尔定容热容为是与温度无关的常数，导致模型与实验结果偏差过大。而索末菲模型在低温下求得的电子摩尔定容热容很小（量子理论值比经典值小很多），这就很成功地解释了为什么室温下电子对金属热容的影响很难观察到。

联系第四章，可以得出金属的摩尔定容热容：



四、玻尔兹曼方程

金属中的电子，在外场作用下会产生附加运动。如在外加电场中，产生电流；在外加温度场中，产生热流。这种由外场引起的电荷或能量从一个区域到另一个区域的迁移现象称为输运现象。

玻尔兹曼方程是经典牛顿理学运动模型和能态跃迁的量子力学模型相结合的产物，又称玻尔兹曼分布方程。它是分布函数中所采取的一种方程，即非平衡分布函数f（k，r，t）所满足的方程。分布函数的变化源自两方面：一是外界条件引起的统计分布函数在k 空间的“漂移”，即漂移项；二是由于晶格原子的振动等原因，电子不断发生从一个状态k 到另一个状态k′的跃迁，这种电子态的变化称为散射，可用跃迁几率函数Θ（k，k′）描述，即碰撞项。再结合弛豫时间近似得到玻尔兹曼方程：




图6-6　霍尔效应示意图

五、霍尔效应

当电流垂直于外磁场方向通过导体时，在垂直于电流和磁场方向该导体两侧产生电势差，这一现象称为霍尔效应，如图6-6所示。如果载流子是电子，电子的密度为n，则霍尔系数；如果载流子是空穴，空穴的密度为p，在相同条件下，霍尔系数是0。因此，测量材料的霍尔系数可以判断该材料的载流子是电子还是空穴。

六、功函数与电子亲和势

1.功函数的物理图像

尽管在金属内部电子受到的净吸引力为0，但在金属表面处，由于正离子的均匀分布被破坏，电子将在金属表面处受到净吸引力，阻碍它逸出金属表面。显然，只有在外界提供足够的能量时，电子才会脱离金属表面逸出，形成电子发射。

根据量子电子论，金属的自由电子处于一个恒定的势阱中，费米能级为EF，真空能级为E∞，如图6-7所示。绝大多数电子的能量在EF以下，那么这些电子要逸出金属表面，至少需要从外界得到能量φ=E∞-EF，这里的φ称为逸出功或功函数。其中，真空能级是指电子处在离开金属表面足够远的某一点上的静止能量，此时电子受到的静电力可以忽略（大约离开表面10nm 以上即可）。

2.电子亲和势χ

电子亲和势指电子在真空无穷远处势能E∞与电子在金属内部的势能E0之差，即χ=E∞-E0。对于自由电子模型，金属内部势能定义为常数。

3.接触电势差

两种不同的导体相互接触时，在它们之间产生的电势差叫做接触电势差。两个导体依靠产生接触电势差补偿原来他们之间费米能级的差异，从而使电子达到统计平衡。

七、自由电子气模型的局限性与能带理论导论

例如，自由电子气模型无法理解低温下固体比热主要来自电子的事实；不能解释为什么二价金属（Be，Zn等）甚至三价金属（Al，In等）尽管电子密度大，但电导率却比一价金属的小；无法解释金属的电导率随温度的变化，除非人为地假定弛豫时间依赖于温度；魏德曼-弗兰兹定律实际上仅在高温（室温）和低温（几开氏度）下成立，在中间温度时洛伦兹常数依赖于温度；一些材料的电导率σ表现出各向异性，即依赖于样品与电场的相对取向，等等。


图6-7　一个电子在金属表面的势能

自由电子气模型更无法回答一些基本问题。例如，不能解释为什么固体有绝缘体、半导体和导体的区别；传导电子的数目由什么因素决定？为什么有些元素的费米面不是球形？为什么同种元素的单质在不同晶型下导电性会不同，等等。

自由电子气模型的种种困难，究其原因，是由于模型本身过于简单。在自由电子气模型的三个近似中，独立电子近似是一个较好的近似，它可以把多电子问题简化为单电子问题。在后面讨论能带理论基本假设中，通常将其他电子对某一个电子的作用看作平均场，即单电子近似。由于这种处理问题的方法与独立电子近似相同，因此独立电子近似与单电子近似往往不加以严格区别。对于输运现象，只有涉及具体的散射机制问题时，才超出弛豫时间近似。

实际上，自由电子气模型的主要问题在于对原子实与电子的相互作用的处理上进行了较粗糙的简化近似。进一步发展的固体能带理论在保留独立电子近似的基础上，重点考虑了原子实产生的随空间坐标r周期性变化的势场V（r）对电子运动的影响，可以使我们对金属及其整个固体性质的了解前进了一大步。

注：本章的特点就是模型和概念非常之多，所以也是各类问答题、名词解释题的重要来源。因此，学习内容概述部分的每一个知识点都尽可能扩充并详细解释。虽然没有以思考题的形式呈现，但建议读者回顾知识点时一定要细致！

思考题

6-1　根据晶格热振动与金属电子论，试阐述在T=0K 时，价电子与晶格是否存在能量交换？为什么？

答：根据晶格热振动理论可知，在T＞0K 时，晶格的振动形成格波，格波的能量子称为声子，价电子与晶格交换能量，实际是价电子与声子交换能量。由于声子服从玻尔兹曼-麦克斯韦统计分布，可以推知频率为ωi的格波的平均声子数：



而在T=0K 时，晶格的振动停止，任何频率的格波的声子全都消失。因此，在绝对零度下，价电子与晶格不再交换能量。

6-2　试阐述晶体膨胀时，费米能级将如何变化？

答：费米能级的表达式为：其中n是单位体积内的价电子数目。晶体膨胀时，体积变大，电子数目不变，因此n变小，故费米能级降低。

6-3　价电子的浓度越大，为什么其平均动能就越大？

答：根据金属电子论，在绝对零度时，电子不可能都处于最低能级上，而是从低能级向高能级逐渐排布，在费米球中均匀分布，电子遵从费米-狄拉克量子统计分布，电子的填充满足泡利不相容原理。



6-4　一定温度下，为什么对比热和电导有贡献的仅是费米面附近的电子？

答：根据索末菲模型，对比热有贡献的电子是其能态可以变化的电子，即费米面附近的电子。在T＞0K 时，费米球内部离费米面较远的状态全被电子占据，这些电子从格波获取的能量不足以使其跃迁到费米面附近或以外的空状态上。因此，能够发生能态跃迁的电子仅是费米能以内能量离EF约kBT 范围的能级上的电子，这些电子吸收声子后能跃迁到费米面附近或以外约kBT 能量范围的空状态上。

对电导有贡献的电子，即是对电流有贡献的电子，它们是能态能够发生变化的电子。外加电场ε后，有以下公式：，不难看出，加电场后电子分布发生了偏移。偏移项部分才对电流和电导有贡献，而这偏移部分就是能态发生变化的电子产生的。而能态能够发生变化的电子仅是费米面附近的电子。

综上所述，只有费米面附近的电子对比热和电导有贡献。



6-6　在常温下，两导体间存在接触电势差，请问从一种金属跑到另一种金属的电子，其能量一定要达到或超过费米能与逸出功之和吗？

答：电子的能量如果达到或超过费米能与逸出功之和，该电子将成为脱离金属的热发射电子。在常温下，两金属接触后，从一种金属跑到另一种金属的电子，其能量通常远低于费米能与逸出功之和。

假设接触前金属1和2的价电子的费米能分别为EF1和EF2，且EF1＞EF2，接触平衡后电势分别为V1和V2。则两金属接触后，金属1中能量高于EF-eV1的电子将跑到金属2中。由于V1＞0，所以在常温下，两金属接触后，从金属1跑到金属2的电子，其能量只小于等于金属1的费米能EF。

6-7　两块同种金属，温度不同，接触后，温度未达到相等前，是否存在电势差？为什么？

答：两块同种金属，温度分别为T1和T2，且T1＞T2。在这种情况下，温度为T1的金属高于的电子数目，多于温度为T2的金属高于的电子数目。两块金属接触后，由电子浓度差，温度为T1的金属高于的部分电子将流向温度为T2的金属。温度未达到相等前，这种流动一直持续。期间，温度为T1的金属失去电子，带正电；而温度为T2的金属得到电子，带负电，二者出现电势差。

6-8　如果不存在碰撞机制，在外电场下，金属中电子的分布函数如何变化？

答：如果不存在碰撞机制，当有外电场ε后，电子波矢的时间变化率：



上式说明，不论电子的波矢取何值，所有价电子在波矢空间的漂移速度都相同。因此，如果没有外电场ε时，电子的分布是一个费米球。当有外电场ε后，费米球将沿与电场相反的方向匀速刚性漂移，电子分布函数永远达不到某稳定分布。

6-9　何为电导率？试说明价电子的浓度与电导率大小之间的关系。

答：电导率（σ）：是金属导电能力的量度。导电能力取决于单位时间内通过截面积的电子数。根据特鲁德模型，电导率公式为：σ=，其中n 即为价电子浓度。因此很显然电导率与电子浓度成正比。

不妨再用索末菲模型解释。根据量子电子论，对导电有贡献的只有费米面附近的电子。费米球越大，对导电有贡献的电子数目就越多。而费米球的大小取决于费米波矢：。由此可见，电子浓度n越高，费米球越大，对导电有贡献的电子数目就越多，该金属的电导率就越高。

6-10　磁场与电场，哪一种场对电子分布函数的影响大？为什么？

答：磁场与电场相比较，电场对电子分布函数的影响大。因为电场对电子的作用力对电子做功，而磁场对电子的作用是洛伦兹力，只改变电子运动方向，并不对电子做功。也就是说，当只有磁场情况下，非磁性金属中价电子的分布函数不会改变。但在磁场与电场同时存在的情况下，由于产生了附加霍尔电场，磁场对非磁性金属电子的分布函数的影响就显现出来。但与电场相比，磁场对电子分布函数的影响要弱得多。

6-11　为什么说电导大的金属热导系数也大？

答：以立方晶系金属为例。电导与电流的关系是



可见，电场强度εx一定，电导σ大，电流密度jx就大。因此电导σ可视为金属通流能力的量度。

另外，热导系数与热能流密度的关系是：



可见，当温度梯度一定时，热导系数k 大，热能流密度qx就大。热导系数k 成为金属传输热能流能力的量度。

通流能力取决于单位时间内通过截面积的电子数，而传输热能流能力取决于单位时间内通过截面积的电子数目。也就是说，两者传输能量的机制是相同的。因此，电导大的金属热导系数也大。

注：本题也可以用特鲁德模型导出的或更精确的魏德曼-弗兰兹定律解释。在同一温度条件下，洛伦兹常数的存在说明电导率和热导率成正比。

6-12　弛豫时间的物理意义是什么？它与哪些因素有关？

答：弛豫时间是指电子在两次碰撞之间的平均自由时间，它的引入被用来描述晶格对电子漂移运动的阻碍能力。弛豫时间的大小与温度、电子质量、电子浓度、电子电量以及金属电导率有关。

6-13　简述晶格散射的机制以及处理思想。

答：由于原子热振动导致原子偏离格点振动，对理想的周期性势场产生了微扰，从而引起电子的跃迁。这种散射机制称为晶格散射。

要处理晶格散射，一般首先写出微扰哈密顿量，然后利用含时微扰论计算单位时间内的散射概率。在弹性近似下，跃迁只在等能面进行。


计算题

6-14　分别导出一维、二维自由电子气的单位体积能态密度g（E）。假设自由气体都被限制在边长为L 的n 维立方体内。

注：上文提到，不同教材对 “能态密度”的定义和计算公式可能有所不同。在本章中，我们用字母符号区分两者，并且都会明确指出是“能态密度N（E）”还是 “单位体积能态密度g（E）”。两者在本质上并无冲突。

解：（1）一维自由电子气被限制在长度为L 的一维晶体内。由单个电子满足的薛定谔方程：



易解得电子的平面波函数：



且电子能量为



结合周期性边界条件：



可求得k=kx=（n为整数）。

因此，在波矢空间内，每个状态占有的体积为，单位体积的状态数目为

故在k～（k+dk）的体积元之内，考虑电子自旋以及两个方向的dk，电子态数目为



又由能量公式可知



因此，能态密度为



故单位体积能态密度为



（2）二维自由电子气被限制在边长为L，面积S=L2的二维正方晶格中。

由单个电子满足的薛定谔方程：




易解得电子的平面波函数为



且电子能量：



结合周期性边界条件：



易解得



6-15　若二维电子气的面密度为ns，证明它的化学势为



证明：根据金属电子论，该电子气中的电子总数为



由习题6-14（2）中的结论，二维电子气的能态密度为



因此，面密度为



直接解得




6-16　He3是费米子，液体He3在绝对零度附近的密度为0.081g/cm3。计算它的费米能EF和费米温度TF。



6-17　金属钾在低温下的摩尔电子比热的实验值为=2.08T·mJ/（mol·K），试用自由电子气模型求它的费米能EF。

解：金属电子的摩尔定容热容可以写为



取N 为1mol金属中的原子数，对任意符合题意的低温T（单位为K），其费米能级为



6-18　钠是体心立方结构，晶格常数a=4.28Å，试用自由电子模型计算钠的霍尔系数（用SI单位制）。



且钠是体心立方结构，一个体心立方晶格里有两个原子。

故电子浓度：



由SI单位制：



6-19　在低温下金属钾的摩尔定容热容的实验结果可写为



若1mol钾有N=6×1023个电子，试求钾的费米温度TF和德拜温度ΘD。

解：在低温下，电子气的摩尔热容贡献为




对比实验测得的钾的定容热容，不难发现：γ=2.08×10-3J/（mol·K2）。

钾的Z=1，因此费米温度为



在低温下，晶格振动的摩尔热容贡献为



对比实验测得的钾的定容热容，不难发现：b=2.57×10-3J/（mol·K4）。

因此，德拜温度为



6-20　设阻尼项为-m*vτ/，试证明：当E=（Ex，Ey，Ez），B=（0，0，B）时电导率公式为



式中，σ=ne2τ/m*，ωc=eB/m*。

证明：电子在电磁场中的运动方程



因此，在平面上方程可以写为



整理得：



式中，ωc=eB/m*。

在方向上，由于电子分速度vz与B=（0，0，B）平行，因此运动方程写为



在恒定电场的定态情况下，=0，因此电子分速度vz可以写为




将上面求出的电子分速度分别代入电流密度分量为



结合σ=ne2τ/m*化简，即得



试证明：在电场变化规律ε=ε0eiωt的交变电场中，频率为ω 的电导率为



式中，σ（0）=

证明：将ε=ε0eiωt代入电子漂移方程



设上式特解为v=Aeiωt。代入上方程，可以解得A：



当电子达到稳定时，可以认为t→∞，故可求出电子漂移速度：



代入电流密度：



令σ（0）=可以化简得



6-22　在低温下实验测出某绝缘晶体的比热容与温度的关系为一直线，斜率为B，截距为A，如图6-8所示。

（1）写出低温下CV与T 的关系。

（2）若已知直线的斜率部分来源于声子对比热容的贡献，求B 与德拜温度ΘD的关系。

（3）设截距部分来源于某玻色子对比热容的贡献，试估计该准粒子的色散关系ω=qμ中的μ 是多少？


图6-8　习题6-23图

解：（1）已知比热容与温度的关系为一直线，斜率为B，截距为A，故



即



（2）由于直线的斜率部分BT3来源于声子对比热容的贡献，故根据德拜模型，在低温下：



故：



（3）由于直线的斜率部分BT3来源于某玻色子对比热容的贡献，故来自声子对比热容的贡献。

如第四章相关题结论，在d维晶格中，设ω∝qμ，则对应

对于三维晶格，d=3，很显然μ=2。



第七章　周期场中的电子态

学习目标

通过本章学习，了解晶体能带理论的基本假设和处理问题的基本思路；进一步理解布里渊区、费米面、费米速度、费米温度和费米半径等基本概念；深入理解布洛赫定理及其推论的证明、准经典运动的特点及其使用的条件；掌握晶体能带的基本特征、近自由电子近似、紧束缚近似方法及其结论、准经典运动下平均速度、加速度和有效质量张量的计算方法，并通过周期势场中近自由电子近似、单电子布洛赫波的多种求解方法、准经典运动下平均速度、加速度和有效质量张量的学习与练习，具有进一步研究与探索固体电子理论的能力。在此基础上，深入理解导体、半导体及绝缘体的能带理论解释。

本章重点难点：布洛赫定理与布洛赫波、晶体能带的基本特征、自由电子近似、紧束缚近似、能态密度、布里渊区，以及对于给定的周期势场，如何计算其能带结构及电子的有效质量等。

学习内容概述

一、能带理论

能带理论是讨论晶体（包括金属、绝缘体和半导体的晶体）中电子的状态及其运动的一种重要的近似理论。

根据第六章金属电子论可知，晶体可以视为由价电子和原子实（或称离子实）组成的复杂多体系统，其中原子实是由内层结合能高的芯电子和原子核构成。电子在离子规则排列的晶格空间内运动，一方面要受晶格的作用，另一方面电子与电子之间也有相互作用，同时位于格点的原子实也在不停地运动。

要了解晶体中的电子状态，必须写出晶体中存在着相互作用的所有离子和电子系统的薛定谔方程。这显然是一个复杂的多体问题，无法直接求解。因此需要作一些近似处理，将多粒子问题简化为单电子在周期场中运动的问题。晶体中其他所有电荷的影响均可用此单电子的周期势场来概括。所以，能带理论其实是一个近似理论。

1.能带理论的3个基本近似

（1）绝热近似：由于电子运动速度远大于原子实的运动速度（基于两者质量差别很大），研究电子运动的时候可以近似的认为原子实固定在其瞬时格点位置上，而研究原子实的运动时则不需要考虑空间中电子的分布。这种将电子的运动和原子实的运动分离为独立的两部分（退耦过程）的近似就是绝热近似，也称为玻恩-奥本海默近似。通过绝热近似，可以将一个多粒子体系问题简化为多电子问题。

（2）单电子近似：多电子体系依然是个庞大的体系，无法直接求解薛定谔方程。因此需要进一步简化。近似认为，无论单个电子在晶体中所受原子实的相互作用和其余电子的相互作用形式如何，都设想单个电子都在固定的正离子势场和其他电子所形成的平均势场中运动，从而把多电子问题简化为单电子问题。这就是单电子近似，又称哈特里-福克自洽场近似。

（3）周期势场近似：在一般的温度下，晶格振动的幅度不大，晶格势场对周期性的偏离很小，可以近似认为所有原子实都处于平衡位置。假设所有电子及原子实产生的场具有晶格周期性，这就是周期势场近似。

2.电子共有化和能带的形成

当大量的原子相互接近而形成晶体时，由于原子离得很近，每个电子不仅受自身原子核的作用，还受相邻原子核的作用，它的轨道和能量都将有相应的变化。这样任一电子就不再单纯地属于某个原子，而为各原子所共有，这一特性称为 “电子共有化”。不同轨道的电子共有化程度不同。很明显，离原子核越远的电子受其他原子的影响越大，共有化程度也越高。

量子力学可以证明，晶体中电子共有化的结果，使原来每个原子中所具有的能量相同的电子能级，因各原子的相互影响而分裂成为一系列和原来能级很接近的新能级，这些新能级基本上连成一片而形成一个带，称为能带。

3.能带理论的两个重要模型

一种是晶体势场的周期起伏比较弱（大多数金属），可以看成是对自由电子的微扰，称为近自由电子近似；另一种是晶体势场的周期起伏很大（惰性元素晶体），晶体中的电子比较紧地束缚于某一原子附近，周期势场可以看作是对原子势场的微扰，称为紧束缚近似。

注：固体能带论的问题实际上仍是一个周期场中波的传播问题。与晶格振动不同的是，这里的波是德布罗意波而不是弹性波。这里涉及的方程是一个标量方程，不像晶格振动，常常涉及张量方程。

二、布洛赫定理

1.周期性势场

设晶体中的原子规则排列成晶格，晶格具有周期性，因而势场V（r）也具有周期性：V（r）=V（r+Rl），其中格矢Rl=l1a1+l2a2+l3a3。

2.电子的波动方程

在上述周期性势场中运动的电子，其波动方程即薛定谔方程：



周期性势场与波动方程合称为能带理论基本方程。

3.电子的波函数ψ（r）与布洛赫定理

ψ（r）是上述定态薛定谔方程的本征函数，形式为




式中：k 为波矢，是用以表征电子状态的量子数。波幅uk（r）为具有晶格周期性的函数，即满足



这说明，周期性势场中电子的波函数ψ（r）是一个周期性调幅的平面波。该结论称为布洛赫定理。ψ（r）也被称为布洛赫函数。

ψ（r）是平面波与周期函数的乘积，即被周期势场调幅了的平面波。布洛赫函数的平面波因子描述晶体电子共有化运动，即电子可以在晶体内自由运动，而周期函数的因子描述电子在原胞中的运动，这取决于原胞中电子的势场。

显然可以进一步推出：



上式表明，当平移晶格矢量Rl时，波函数只增加了位相因子。布洛赫定理是由晶体的平移对称性导出的，凡是周期结构中的波都具有布洛赫波函数的形式。

4.波矢k 的取值与物理含义

波矢k 的物理意义是：原胞之间电子波函数相位的变化。波矢的取值由周期性边界条件（即玻恩-卡门边界条件）来定，利用布洛赫定理可得



波矢k 代表空间中均匀的状态点，其密度为，其取值限定在第一布里渊区内，取值总数与晶体的原胞数N 相同。

三、近自由电子近似

1.模型

（1）电子在一个周期性势场中自由运动（单电子模型）。

（2）关于势场的假定：周期性势场随距离的变化很小，可用量子力学中的微扰法来处理。即



由于势场随距离的变化很小，即弱周期性势场中电子受到的作用和恒定势场时差不多，因此称为近自由电子近似。在处理过程中，可把自由电子的波函数作为零级近似波函数。

2.零级近似的波动方程、波函数与能量

以一维为例。考虑一根长为L 的一维晶体，具有N 个原胞，则有L=Na。薛定谔方程为




能量本征值，且波矢，n=0，±1，±2，…。

显然，零级近似下的解为自由电子，能量本征值作为k的函数，具有抛物线形式，所以称为近自由电子近似。

3.考虑到微扰后的波动方程、波函数与能量（非简并）

根据微扰论，系统哈密顿量为



该波函数代表波矢为k 的前进的平面波，以及被周期性势场所散射的波的叠加，另外，系统能量为



在一般情况下，由各原子所产生的散射波的位相之间没有什么关系，散射波振幅很小，且可以彼此相互抵消，周期性势场对于前进的平面波影响不大，这正是非简并微扰论适用的情况。



4.简并情况下的波函数和能量



显然，零级近似波函数是一种前进波和反射波迭加而成的驻波。这两种波的振幅相同，位相也相同，只是方向相反。其原因是，k=时，原子实对电子波的衍射作用强烈到如此程度，以至于沿任何一个方向前进都不可能。综上，k=即nλ=2a，正好满足布拉格条件，2dsinθ=nλ。显然在d→a，θ→时电子遭到全反射，具有这种波长的电子不能在晶体中运动，此时电子速度v=0，没有动能只有势能。

能量为



周期场中电子的能级形成能带是能带论最基本的结果之一。我们将看到，正是这个结论，提供了导体和非导体的理论解释。各能带之间的间隔称为 “带隙”或 “禁带”。在带隙中不存在能级。

5.准连续能级和能带

根据前述讨论，k只能取一些分立值k=，对应每一个l应有一个能级。当N 很大时，k的取值是十分密集的，相应的能级也同样十分密集，因此称为准连续能级。最重要的特点是准连续的能级分裂为一系列由允许带和禁带组成的能带。

6.能带中的量子态数目

由于每个k值在k 空间所占线度为，各能带所对应的k 值范围是，所以每个能带所包含的k值数目为=N，等于正格子中原胞的数目，计入自旋，每个能带中包含有2N 个量子态。

7.简约波矢与能带的关系

在一维关系曲线中，可以通过平移把线段a由［π/a，2π/a］移至 ［-π/a，0］，成为线段a′，从而可以把第二布里渊区中的E-k 关系曲线a，用简约布里渊区中的a′来表示。

同理其他布里渊区的线段也可以做相应的移动。在一维情况下，我们可以把这种移动表示为k=+k，其中m 为整数。其中k 为任一布里渊区中的波矢，k 为简约布里渊区中的相应波矢，称为简约波矢。从而可把布洛赫函数ψk（x）=eikxu（x）表示为ψk（x）=由于是一个周期函数，所以中括号内的函数仍为一周期函数。

因此，每一个能带中的各状态对应于在间不同的简约波矢k，而一个简约波矢k 则对应能量高低不同的一系列状态，分别属于能带1，2，3，…。所以一般地标志一个状态需要标明：①它属于哪一个能带；②它的简约波矢k 等于什么？

8.能带的简约区、扩展区和周期区图

描述固体能带结构有三种图式：

（1）简约区图：将不同能带平移适当的倒格矢进入到第一布里渊区内表示（在简约布里渊区内画出所有能带）。

（2）扩展区图：在不同的布里渊区画出不同的能带。

（3）周期区图：在每一个布里渊区周期性地画出所有能带（强调任一特定的波矢k 的能量可以用和它相差Kh的波矢来描述）。

每个布里渊区中波矢k 可取N 个值，而能带序号越小，能带宽度越小，故能带序号越小，能态密度越大。

四、紧束缚近似

紧束缚近似是1928年由布洛赫提出来的，它适用于描写晶体内层电子及绝缘材料的价电子形成的能带。

1.模型

当晶体中原子的间距较大，原子实对电子有相当强的束缚作用。当电子距某个原子实较近时，电子的运动主要受该原子势场的影响，这时电子的行为与孤立原子中电子的行为相似。这时，可将孤立原子看成零级近似，将其他原子势场的影响看成小的微扰。此方法称为紧束缚近似。

2.势场

设想晶体中的原子间距比较远，每个原子势场对电子有较强的束缚作用。因此将晶体中电子的势能表示为：U（r）=V0（r）+V′（r）。其中V0（r）是电子附近的离子实作为孤立原子时的势场，这是基本的势场；V′（r）是其他离子实和电子的总势场；作为微扰，V′（r）＜0，否则不能结合成晶体。

3.薛定谔方程及其解

薛定谔方程可写为




4.应用（以简单立方晶格为例）

现在以简立方晶格为例说明上式的应用。简立方晶格中每个原子有6 个最近邻（±a，0，0），（0，±a，0），（0，0，±a），代入上式，得



（1）能带宽度：设能带底位于kx=ky=kz=0，得简立方晶格能带底的能量为



因此能带（允许带）宽度为



显然能带宽度决定于最近邻原子数（配位数）和γ的数值，γ 取决于波函数交迭的程度，交迭越大，γ值越大，能带就越宽。

对于外层轨道的电子，波函数交迭的程度大，γ 值就大，从而能带也就比较宽；反之，对于内层电子，波函数交迭程度小，γ值也小，能带也就比较窄。

（2）在能带极值附近E 的表达式：在能带极小值附近，即kx=ky=kz=0附近。将能带用泰勒级数展开，只保留到的二次项。得



由此可见，外层电子：轨道重叠多→电子波函数交迭大→γ 大→m*小→电子较自由；内层电子：轨道重叠少→电子波函数交迭小→γ小→m*大→电子不那么自由。

同理，可得出能带极大值附近E 的近似表达式为



可见，m*在能带底为正，在能带顶为负。

五、电子的准经典运动

1.晶体中电子准经典运动的两个基本公式




式中：为布洛赫电子的平均速度。

2.晶体中电子由外加力场所产生的加速度和有效质量

加速度为



写成矩阵形式为



可得到有效质量张量，其分量分别为



若选kx、ky、kz沿张量主轴方向，则张量非主对角线上的元素均为零，则有效质量张量为



（1）有效质量与惯性质量的比较：并不是电子的惯性质量，只不过在外力与加速度的关系上，相当于质量的作用，因此称之为有效质量。

（2）有效质量与晶体内部势场的关系：晶体中的电子在外力作用下运动时，不仅受到外场作用，同时还要受到内部势场的作用。要想找出内部势场的具体形式，从而求出加速度，有一定困难。

引入有效质量后使问题变得简单了，它直接把外力和电子的加速度联系起来。内部势场的作用，则由有效质量加以概括。这样处理后，晶体电子所受的外力和加速度的关系与牛顿第二定律类似，可以方便地描述电子运动的规律。

（3）动量交换对有效质量的影响：晶体中的电子在外力作用下，同时还受到晶体内部原子、电子的作用。这种作用主要通过布拉格反射的形式表现出来。电子和晶格之间要交换动量。


有效质量m*＞0时，说明电子从外力场获得的动量大于电子交给晶格的动量；m*＜0时，说明电子从外场得到的动量少于它交给晶格的动量。在拐点处，电子从外场得到的动量等于它交给晶格的动量。

六、导体、半导体及绝缘体的能带解释

能带理论首次对导体、绝缘体和半导体的区别提出了一个理论上的解释，这是能带论发展初期的一个重大成就，此后逐步发展了有关导体、绝缘体和半导体的现代理论。

1.重要名词

满带：各能级都被电子完全充满的能带（一个晶体可以有多个满带）。

价带：半导体（T=0K）或绝缘体被电子填充的最高能带。

导带：对导电有贡献的部分填充电子的最高能带。

空带：能带中所有电子状态均未被电子占据。

允带：每一个原子能级在晶体中分裂成一个能带，由于能带中任一能级上都可有电子存在，所以能带叫做允带。

禁带：在相邻的能带之间可以有一定的能量间隔，在这间隔中，电子不能处于稳定状态，这实际上形成了一个禁区，称为禁带。

空穴：价带中未被电子占据的空的状态称为空穴，可视作带正电。由于空穴的导电而产生的导电性称为空穴导电性。

载流子：电子和空穴统称为载流子。

2.导体、半导体及绝缘体的能带解释

（1）在绝缘体中，电子恰好填满较低的一系列能带，较高的各能带全是空的。由于满带电子不导电，所以尽管电子很多，却不导电。绝缘体中能量最高的满带称为价带。

（2）在T=0K 时，半导体的能带填充情况与绝缘体相同，其区别仅在于半导体的满带与其上方最近邻的空带之间的禁带宽度比绝缘体小得多。

当T＞0K 时，满带中的电子可被热激发到原来空着的最近邻允带中，使这两个能带都成为部分填充带，较高的能带（原空带）中为电子导电，称为导带；较低的能带（原满带）中可理解为空穴导电，称为价带。

如在本征半导体中掺入Ⅲ族元素，可增加价带中的空穴浓度（p型半导体）。如掺入Ⅴ族元素，可增加导带中的电子浓度（n型半导体），都可提高半导体的电导率。

（3）在导体中，除去一系列满带外，在其上边最近邻的允许带中，还部分填充着电子，该能带中的电子可以导电，称为导带。

有些晶体，其最高能带本应是满带，但却有金属性质。这是由于晶体中各不相同晶向上格点的周期不同，从而使这些方向上禁带出现的位置不同，因而不同方向上的能带相互重叠。

若一个方向上的空带与另一个方向上的满带发生重叠，形成最高能带，则该能带成为部分填充带。例如上节所讲的立方晶格的k［100］和k［111］方向。

3.半金属的能带

在金属和半导体之间还存在一种中间情况，一些晶体的导带底和价带顶具有相同能量或发生轻微交叠。在此情形下，通常在导带中存在一定数量电子的同时，在价带中还存在一定数量的空穴。这类晶体导带电子的密度比普通金属要少几个数量级，因而称为半金属。如Bi，其电子密度3×1017cm-3，比典型金属小105倍。其电阻率比大多数金属高10～100倍。这类物质还有As、Sb等。

七、费米面的构造法

（1）画出布里渊区的广延区图形。

（2）画出自由电子费米面（费米面的广延区图）。



其中费米波矢kF=

（3）将落在各个布里渊区的费米球片段平移适当的倒格矢进入简约布里渊区中等价部位。

（4）对自由电子费米面加以修正，即费米面同布里渊区边界垂直相交以及尖角处要钝化（费米面的简约区图）。

思考题

7-1　简述布洛赫电子论的三个基本近似。比起金属电子论，布洛赫电子论的改进之处在哪？

答：三个基本近似分别是：

（1）绝热近似：由于电子和原子实之间的质量差异很大，电子的运动速度远远大于离子实的运动。因此在处理固体中电子的运动时，可以近似认为原子实固定在格点上不动。

（2）单电子近似：固体中的原子实和其他电子的影响可以用一个平均场代替，这样系统中的电子将存在一系列定态，进一步假设定态分布满足费米-狄拉克统计。最终使得多电子问题简化为解单电子的波动方程问题。

（3）周期场近似：无论单个电子与原子实间的相互作用以及单个电子与其他电子间的相互作用如何，都假定电子所处势场是周期性势场。

简而言之，通过绝热近似，将包含原子实和电子的复杂多体问题，转化为多电子问题。再通过单电子近似，将多电子问题转化为单电子问题。进一步，使用周期场近似，将单个电子在晶体中的运动，近似看作电子在“由原子实与其他电子的平均电荷分布所形成的势场”中的运动。

比起金属电子论，布洛赫电子论多考虑了电子和原子实间的相互作用以及电子与电子间的相互作用，使模型更切合真实情况。

7-2　波矢空间与倒格空间有何关系？为什么说波矢空间内的状态点是准连续的？

答：波矢空间与倒格空间处于统一空间（k 空间），倒格空间的基矢分别为b1，b2，b3，而波矢空间的基矢分别为其中N1、N2、N3分别是沿正格子基矢a1，a2，a3方向晶体的原胞数目。另外，在简易布里渊区中，电子的波矢数目等于晶体的原胞数目：N=N1N2N3。

由第二章相关知识，倒格空间中一个倒格点对应的体积为Ω*=b1·（b2×b3），波矢空间中一个波矢点对应的体积为，显然后者是前者的。由于N 是晶体的原胞数目，数目巨大，所以一个波矢点对应的体积与一个倒格点对应的体积相比是极其微小，波矢点处于倒格空间中是稠密分布的。因此，可把波矢空间内的状态点看成是准连续。

7-3　一个能带有N 个准连续能级的原因是什么？一个能带最多可以容纳的电子数是多少？应用上两问的结论，求一维简单晶格中一个能级可以包含的电子数。

答：若晶体内的总原胞数为N，每个能带对应的波矢空间等于一个倒格原胞区间而在一维情况下，一个波矢对应的区间为，所以一个能带包含N 个不同的波矢状态。由泡利原理可知，N 个原胞内原子的价电子不能处于同一能级，要劈裂为N 个准连续的能级并构成一个能带。

考虑电子的自旋状态，每个能带包含2N 个量子态，即一个能带最多容纳2N 个电子。由电子能量E（k）的公式：



可知E（k）是波矢k 的偶函数，所以一条能带上有个能级。因此一个能级上包含4个电子。

7-4　按照近自由电子近似，禁带形成的直接原因是什么？按紧束缚近似呢？本质原因又是什么？

答：在近自由电子近似下，电子的波函数是平面波，因此其传播类似于X 射线在晶体中的传播。对于在倒格子矢量Kh中垂面及其附近的波矢k，即布里渊区界面附近的波矢k，由于电子在边界受到强烈散射，波矢k 接近布拉格反射条件，反射波与入射波干涉形成驻波，从而在晶体中形成电子的两种分布状态。主要分布于原子周围的电子能量较均匀分布时降低，主要分布于原子之间的电子能量升高，因而出现禁带。

在紧束缚近似下，当原子相互接近时，原子的电子云发生交叠，原孤立原子的能级由于原子间的相互作用而形成一个能带。当能带的宽度小于孤立原子的相邻能级间隔时，就出现禁带。

从本质上看，禁带的形成是电子在周期性势场中运动的必然，这也是能带理论的最基本结果之一。禁带宽度由周期性势场的傅立叶系数Vn决定，大小恰好是

7-5　试说明电子波矢k 满足时的物理意义及应用。

答：当电子的波矢k 满足关系式时，可知与Kn垂 直，且k 的末端落在倒格矢的中垂面上。此时，k 很大且其末端落在了布里渊区边界上，k 垂直于布里渊区边界的分量的模等于，如图7-1所示。


图7-1　电子波矢与布里渊区边界

布里渊区边界平行且垂直于Kn的晶面族对波矢为k 的电子具有强烈的散射作用，也就是电子的布拉格反射。不难由图7-1推出布拉格反射公式：



倒格矢Kh与波矢量Kn间也存在整数倍关系，因此可以得出布里渊区边界条件：



上述边界条件是画晶体布里渊区的重要工具。

7-6　在布里渊区边界上的电子，其能带有何特点？

答：电子的能带依赖于波矢的方向。在任一方向上的布里渊区边界上，近自由电子的能带一般会出现禁带，若电子所处的边界与第n 个倒格矢Kn正交，则禁带的宽度Eg=其中Vn是周期性势场的傅里叶级数的系数。不论何种电子，在布里渊区边界上，其等能面在垂直于布里渊区边界的方向上的梯度为零，即电子的等能面与布里渊区边界垂直正交。

7-7　运用题7-6的结论证明：对于波矢k 落在布里渊区边界的电子，若其速度不为0，则它的速度方向必与布里渊区界面平行。并给出该结论的本质原因。

答：根据电子的平均速度公式：



将电子的波矢k 分成平行于布里渊区边界的分量k//，和垂直于布里渊区边界的分量k⊥。由此写出得到速度分量的表达式：



由题7-6可知，等能面在布里渊区边界上与界面垂直。因此在布里渊区边界上恒有0。因此，若电子的速度不为0，则该速度在垂直于界面的分量v⊥=0，即速度方向必与布里渊区界面平行。

从本质上看，这一结论是晶格对电子产生布拉格反射的结果。在垂直于界面的方向上，电子的入射分波与晶格的反射分波干涉形成了驻波，对应的速度分量为零。

7-8　近自由电子能带的图像有什么特点？用三种绘制方法，在波矢空间内画出近自由电子的能带。

答：根据禁带上下的电子能量表达式：


可以绘制出E（k）-k 图像，见图7-2。



从图7-2中不难看出：

（1）在处（即布里渊区边界处），电子能量出现禁带，其宽度为

（2）在布里渊区附近，能带低的电子能量E（k）与波矢k 的函数图像是向上弯曲的抛物线；能带顶的E（k）图像是向下弯曲的抛物线。

（3）当远离时，电子能量与自由电子能量相近。

常用的三种绘制方法有：周期性表示、简约布里渊区表示和抛物线型表示（扩展型表示）。这三种表示方法是完全等价的，如图7-3所示。


图7-2　E（k）-k图像


图7-3　三种绘制能带的方法

由于晶体中电子的波函数按晶格周期调幅，因此电子能量在波矢空间内具有倒格的周期性［E（k）=E（k+Kh）］。周期性表示可以体现电子能量的周期性变化。

简约布里渊区取的区间部分，也即第一布里渊区。事实上，通过平移一个倒格子周期，可以将以外的能带移入简约布里渊区并完全重合。

将相邻禁带间的能带编号，则电子的能量分为1，2，3，…若干准连续的能带。要标志电子的一个状态，必须指出简约波矢k 及其所处的能带编号h。抛物线型表示可以清晰地展现出不同编号的禁带和允带间的差异。不难看出，能带序号越大，能带宽度越大，能态密度越小。


7-9　试根据一维周期性势场的周期特性（周期为a），写出其势函数V（x）的傅里叶级数。

答：周期势函数V（x）的傅里叶展开通式为



上式必须满足势场的周期性，即



又由



代入V（x）的傅里叶展开通式，得解



7-10　紧束缚近似模型下，电子的能量是正值还是负值？内层电子的能带与外层电子的能带相比较，哪一个宽？

答：在紧束缚近似模型下，电子在离子实附近的几率大，偏离离子实的几率小。而电子在离子实附近的行为与其在孤立原子附近的行为相近。因此，紧束缚近似中电子的能量与在孤立原子中的能量相近。孤立原子中电子的能量是一负值，所以在紧束缚近似中，电子的能量也是负值。

针对内外层电子的能带宽度，不妨以s态电子为例。其E（k）函数可以写为



很显然，紧束缚近似模型电子能带的宽度取决于积分γ的大小，γ的表达式：



不难看出，γ的大小又取决于φ（r）与相邻格点的φ（r-kl）的交迭程度。紧束缚模型下，内层电子的φ（r）与φ（r-kl）交叠程度小，外层电子的φ（r）与φ（r-kl）交迭程度大。因此，紧束缚近似模型下，外层电子的能带更宽。

7-11　简述周期性势场中的电子，其有效质量m*与真实质量m 间的差异。引入m*对研究晶体中电子的问题有什么作用？

答：晶体中的电子除受外场力的作用外，还和晶格相互作用。设外场力为F，晶格对电子的作用力为Fc，则电子的加速度：



但Fc的具体形式是难以得知的。因此我们引入有效质量m*，令m*满足



很显然，晶格对电子的作用越弱，有效质量m*与真实质量m 的差别就越小。反之，晶格对电子的作用越强，有效质量m*与真实质量m 的差别就越大。举例说明，当电子的波矢落在布里渊区边界上时，与布里渊区边界平行的晶面族对电子的散射作用最强烈。因此在布里渊区边界处有效质量m*与真实质量m 的差异显著。

有效质量m*的引入，在考虑了晶格对电子的作用影响的前提下，使得晶体中电子准经典运动的加速度与外力直接联系起来，便于处理外力作用下晶体电子的动力学问题。

7-12　运用习题7-11的结论，说明电子的有效质量m*变为∞的物理意义。

答：根据习题7-11中的公式a=不难看出，当电子的有效质量m*变为∞时，电子的加速度a=0，此时外场力与晶格作用力大小相等，方向相反。

7-13　结合紧束缚近似的结果，分析内层电子和价电子有效质量m*的大小。如何理解它们之间的差别？

答：由习题7-10的结论，内层电子的定域性较强，波函数的交迭程度较低，从而能带较窄，能量随波矢k 的变化较小，因此有效质量较大。而对价电子，其波函数交迭程度较大，从而能带较宽，能量随波矢k 的变化较剧烈，因此有效质量较小。

7-14　从空穴概念入手，分析在半导体材料外加一电场后，空穴向什么方向漂移？并论证满带中的电子能在外加电场条件下永远漂移下去。

答：空穴是对半导体满带顶附近的空状态k 所作的假想等效粒子模型。这种 “粒子”带正电荷q，具有正的有效质量m*，速度为v（k），可以较好地反映不全满满带在外加场作用下的变化。故正电性的空穴在外加电场条件下，加速度与电场ε同方向，因此空穴将沿电场方向漂移下去。

由电子平均速度v（k）是波矢k 的奇函数可知，在不加电场时，满带中的电子对称分布使总电流为0。在外加电场ε下，电子受力-eε，故有



上式表明，所有电子都以相同速度在波矢空间内漂移。当电子漂移到布里渊区边界时，它会立即跳到相对的布里渊区边界，始终保持整体能态分布不变。因此，满带中的电子能在外加电场条件下永远漂移下去以保持能态分布的均匀。

7-15　布洛赫电子的费米面与哪些因素有关？确定费米面有何意义？简述由德·哈斯-范·阿尔芬效应测量金属费米面的原理。

答：假设固体中有N 个电子。将电子视为自由电子，N 个电子在k 空间填充半径为kF的球（费米球），且。其中n=为电子数密度。

费米面指费米球的表面。由上述公式可知，布洛赫电子的费米面与晶体的种类及其电子数目有关。

由于费米面的形状直接与金属的输运性质（如导电、导热）相关，并且直接决定金属的平衡态性质和光学性质，所以确定费米面对研究晶体的性质及预测晶体的物理行为都有很重要的作用。

计算题

7-16　一维周期性势场中电子的波函数φk（x）应当满足布洛赫定理。若晶格常数是a，电子的波函数为



试分别求第一布里渊区内电子处于各状态下的波矢。

注：波矢k 本身具有矢量的意义。但在一维周期性势场中研究问题时，通常只需求出k 的模长（记为k）即可，而不必用矢量表示。之后的一维问题也同理。

解：由布洛赫定理



可知，在一维周期性势场中运动的电子波函数满足






7-17　电子在周期场中的势能为



且a=4b，ω 是常数。

（1）试画出此势能曲线，并求此势能的平均值。

（2）用近自由电子模型处理习题7-17，并求此晶体的第一以及第二个禁带宽度。

（3）如果每个原胞中含有4个电子，试判断该晶体是金属还是非金属。





图7-4　题7-17的势能曲线

（2）由近自由电子近似，可将周期势能V（x）直接写成傅里叶展开形式：



V0为平均势场，通常取0。而傅里叶展开项系数：



在［-b，b］区间上有



因此



对上式的积分项使用分部积分公式：



得






代入V1的计算公式：



故第一禁带宽度为



同理



故第二禁带宽度为



（3）设晶体中的原胞数目是N，则一条能带能容纳的电子数是2N。现在晶体中一共有4N 个电子，恰好可以填满两条最低能带。又因为第二能带和第三能带之间存在能隙，且第二禁带宽度Eg2≠0。因此，在绝对零度下，前两条能带是满带，第二条能带是空带。由于空带和满带均不导电，因此该晶体是非金属。

7-18　已知一维情形下，电子能带E（k）可用E（k）表示，写成



式中a是晶格常数。试求

（1）能带的宽度。

（2）电子在波矢k状态时的速度。

（3）能带底部和顶部电子的有效质量。

解：（1）电子能带：



E（k）对k求一阶导数，有



得到



由于余弦函数值域为［-1，1］，故




故



E（k）对k求二阶导数，有



当n为奇数时，



故此时E（k）取极大值。

当n为偶数时，



故此时E（k）取极小值。

所以，当n为奇数时，E（k）取极大值：



当n为偶数时，E（k）取极小值：



因此，能带宽度：



注：1）在E（k）表达式较简单的情况下，求极值也可以不化简E（k），直接求dE/dk。但当E（k）表达式复杂（如包含kx，ky，kz）时，要优先将E（k）变形化简。

2）用dE/dk得到sin ka=0后，可以将k 限定在第一布里渊区内，得到极值点k=0和k=，这样计算过程会大大简化。另一方面，上述解法得到极值点k=，也反映了“布洛赫波函数满足=ψk（r），能量E（k）=E（k+Kh），描述同一电子状态”这一物理本质，在本题中

（2）电子在波矢k 的状态时的速度满足以下方程：



对于一维情况，



（3）电子的有效质量可以直接用公式求解，也可以对含三角函数项的E（k）进行泰勒展开后求解。由于是一维问题，优先采用直接求解方法。


由有效质量公式，能带底部电子波矢为0，故其有效质量为



同理，能带顶部电子波矢为，故其有效质量为



注：值得一提的是，由于（1）中所阐述的能量与波矢关系E（k）=E（k+Kh），能带顶部电子的波矢也可以取，计算结果是一样的。

7-19　用紧束缚方法处理面心立方晶体的s态电子，若只计最近邻的相互作用，试导出其能带为



并求能带底部电子的有效质量。

注：在本章紧束缚近似相关习题中，除题干已经给定了条件或公式，统一采用以下方程形式：



在运用紧束缚近似求s态能级E（k）、禁带宽度、有效质量、动量等的问题中，计算重点在求和项上，而与E0，α，γ关系不大。

解：对于面心立方，与原点最近邻的格点坐标为



由紧束缚近似只考虑最近邻原子的作用，则有



显然：当kx=ky=kz=0时，Emin（k）=E0-A-12J。

能带底部电子的有效质量m*可由E（k）的泰勒级数展开求得






7-20　晶格常数为a的二维正方晶格的周期性势场可表示为



（1）试由近自由电子近似，计算布里渊区边界点处的能隙。

（2）试证明：二维正方晶格只在布里渊区顶角处有能隙。

解：（1）二维正方晶格中每个原子有4个最近邻原子，其坐标为（±a，0），（0，±a）。

代入紧束缚近似，得到



当kx=ky=0时E（k）取极小值，即能带底部的情况



能带顶部极大值kx=ky=kz=±



故能带宽度为



（2）本小题给出两种解法。



将其展开为傅里叶级数形式：



设V00=0，则



由于该晶格为二维正方格子，有S=a2。

在边界处，取m=n=1，则




解法2：对于二维正方晶格，其倒格子矢量为



在四个第一布里渊区顶点处，m=±1，n=±1。

将晶体势场V（x，y）作傅里叶展开：



将上式与V（x，y）傅里叶级数展开的一般形式对比：



（3）证明：着重研究一般条件下V（x，y）的傅里叶展开分量Vmn为




上式表明：只有当m=±1且n=±1时，积分才不为0。即在布里渊区顶角处才有傅里叶展开分量。由此证明了只在布里渊区顶角处有能隙。


图7-5　二维正三角形晶格

7-21　图7-5示为二维正三角形晶格，相邻原子间距为a，只计入最近邻相互作用，试用紧束缚近似计算：

（1）s态电子能带E（k）。

（2）带中电子的速度v（k）。

（3）能带极值附近的有效质量m*。

解：（1）在二维三角晶格中，原点周围6个最近邻结点的坐标为



由紧束缚近似法，将上述坐标代入s电子的能带，得



（2）带中电子的速度为






7-22　三维简单晶格，晶面间距为a，试求

（1）用紧束缚近似求出原子s态能级对应的能带E（k）函数及其能带的宽度。

（2）求其在能带底部电子的有效质量。

解：（1）简立方原子配位数为6，其坐标分别为（±a，0，0）、（0，±a，0）、（0，0，±a）。

故有



显然，当kx=ky=kz=0时，



显然，当kx=ky=kz=±时，



故能带宽度为




（2）在能带底部附近，由余弦函数的泰勒公式可得



7-23　有一个一维单原子链，间距为a，总长度为Na。

（1）用紧束缚近似求出原子s态能级对应的能带结构E（k）。

（2）求出其能带宽度，并将E（k）用能带底部极小值Emin和ka改写。

（3）分别求出能带底部和能带顶部电子的有效质量。

注：一维情形下，本题中的E（k）等价于E（k）。

解：（1）一维正方晶格中每个原子有2个最近邻原子，其坐标为（±a，0），且有k=kx。

代入紧束缚近似，得



（2）不妨取第一布里渊区研究：

当k=0时，可求出E（k）极小值，即能带底部的色散关系为



当k=时，可求出E（k）极大值，即能带顶部的色散关系为



因此，能带宽度为



由（1）可知，



已知能带底部极小值为



故可将E（k）写为



（3）有效质量的计算公式为




由（2）可知，当k=0时，对应能带底部。故能带底部的有效质量为



当k=时，对应能带顶部。故能带顶部的有效质量为



7-24　有一、二维正方晶格，原子间距为a。

（1）用紧束缚近似求出原子s态能级对应的能带E（k）函数。

（2）求出其能带宽度。

解：（1）二维正方晶格中每个原子有4个最近邻原子，其坐标为（±a，0），（0，±a）。

代入紧束缚近似，得到



（2）能带底部极小值（kx=ky=kz=0）为



7-25　设晶格常数为a的一维晶格，导带极小值附近的能量Ec（k）为



价带极大值附近的能量Ev（k）为



式中，m 为电子质量，k0=π/a。试求出：

（1）禁带宽度。

（2）导带底和价带顶电子有效质量。

（3）导带底电子跃迁到价带顶时准动量的改变量。




代入导带底能量公式，得



由价带顶=0，可得kv=0。

代入价带顶能量公式，得



因此，禁带宽度为



（3）导带底电子跃迁到价带顶时准动量的改变量为



7-26　试求体心立方的能带和有效质量。

解：体心立方的每个格点有八个最邻近点，其坐标为

如晶格常数为a，运用紧束缚近似，可以得到



由上式可明显看出，晶体能带系由原子能级展宽而成。其极小值位于倒空间的原点：



故能带宽度为



可见，能带宽度既决定于晶体结构（配位数），也决定于不同原子间相互耦合的程度。

在这里，能带极值附近的色散关系是值得注意的。当k=0时，利用泰勒级数展开得









7-28　如图7-6（a）和（b）所示，二维六方格子是复式格子。已知原胞中的原子属于同一元素：

（1）若六角形的边长为a，写出该六角晶格的原胞基矢、倒格子基矢和结构因子。

（2）若六角形两个对边的间距是a，试画出此晶体的第一、第二布里渊区。


图7-6　二维六方格子

解：（1）图7-6（a）的阴影部分代表该晶体的一个原胞。尽管原胞内的两个原子属于同种元素，但由于原子各自的周围环境不同，故两个原子不等价，因此二维六方格子是复式格子。

由几何关系可得，原胞基矢a1和a2：



由正倒格矢点积的关系：






因此，倒格矢可以写为



而在图7-6（a）的阴影面积中，两个格点的位矢r1和r2分别为



所以，晶体的结构因子为



（2）同（1）理，由几何关系可以得到正格矢为



这里介绍另一种求二维晶体倒格子的计算方法：

构造a3=k，显然a3垂直于a1和a2所在平面。

因此，a1、a2和a3构成的原胞体积为



根据第二章的相关公式，可以求出倒格子基矢为



在图7-7中的倒易空间内选取倒格点O 为原点，原点最近邻的倒格矢有6个，分别是



则第一布里渊区是这6个倒格矢中垂面所围成的正六边形，标记为Ⅰ；第二布里渊区是图中标有Ⅱ的六个正三角形。


图7-7　二维六方晶格的第一、第二布里渊区

7-29　设因为晶体由N 个同元素双原子分子构成，晶体总长度为Na，其中a 为相邻分子间的距离。每个分子内的两原子的间距为2b，且a＞2b。模型如图7-8所示。

若势能可以表示为δ函数之和，即



式中：V0是大于0的常数。

（1）若V0很小，试计算第一布里渊区边界上的能隙。

（2）若每个原子只有一个价电子，试说明晶体是否为导体？当b=时，情况将发生什么变化？


图7-8　习题7-29图

解：（1）由于V0很小，因此周期性势场的起伏很小，可以使用近自由电子近似。

在近自由电子近似下，其布里渊区界面上的第m 个禁带宽度ΔE=其中Vm是V（x）作傅里叶展开的第m 项展开系数：



式中：



在第一布里渊区边界，m=1，故能隙（即禁带宽度）为



（2）当a＞4b时，由于晶体中有N 个原胞，每个原胞有两个原子，且已知每个原子有一个价电子，共有2N 个价电子。又因为晶体的能带所能容纳的价电子数最多为2N个，故价电子恰好填满低能带，此时晶体只有满带和空带，而无部分填充的导带。因此，晶体可能为绝缘体；若满带顶部电子在一定温度下可以激发到空带底部，则此晶体为本征半导体。

当a=4b时，各原子间的距离相等，晶体相当于一维单原子链，可以看成有2N 个原胞，可容纳4N 个价电子。而晶体共有2N 个价电子，此时晶体必然有部分填充的导带，因此晶体为导体。




其图像如图7-9所示。


图7-9　习题7-30的周期势场图像

在Ⅰ区域（-b＜x＜a）中，不难写出电子波函数：



由于在x=0处，波函数ψ（x）及其导函数ψ′（x）连续，可得



用A、B 表示C 和D，得



在区域Ⅱ（a＜x＜2a+b）中，不难写出电子波函数：



同样的，在区域Ⅰ和Ⅱ的交界处（x=a），ψ 及ψ′必须连续。仅取ψ+（0）=ψ-（0），即有




代入C，D 得



上方程组有解的条件为行列式为零，得



化简得



因此，由方程组对能量本正值的限制可知，有解的条件是



当b→0时，V0→∞，故



再运用相关近似公式化简上述限制条件，得



试用紧束缚近似，求：

（1）s态电子的能带公式。

（2）能带宽度。

（3）带底有效质量。



取等号格点n′a=x0，则有




上式积分只取了右边的最近邻，事实上取左边最近邻结果也相同。

由于一维晶体中一个原子最近邻原子的坐标为，故有



综上所述，电子能带的色散关系为



当k=0时，E（k）取最小值：



因此能带宽度为



（3）对于一维晶格而言，直接用有效质量公式，能带顶部电子波矢为，故带顶有效质量：



同理，带底有效质量为






试计算：

（1）在该周期势作用下电子在kF附近的能谱。

（2）对系统的电子能量和形变能求导，求出系统的最低能量所对应的形变。



解：（1）考虑一个一维金属，在绝对零度下，该金属中的电子充满所有导带轨道直到波矢kF，而对于线性金属，在波矢k=2kF的周期性静态点阵下是不稳定的。这种形变会在费米面上产生能隙，使能隙下面的能量降低，形变继续增大，直到被弹性能的增加所限制。

假定使一个传导电子感受到的点阵位势与形变成比例：



由近自由电子近似，不难求出



加以整理，平衡方程化为



解得能量极小的Δ 为



（3）由于1，结合双曲正弦函数y=shx 当x→-∞的近似公式，可得




7-33　由紧束缚近似，可以证明：晶格常数为a 的简单一维晶体中，第l格位上s电子的概率幅函数Cl（t）满足方程



式中，A=E0-α，B=γ，E0是孤立原子s轨道的能量，α 是晶场劈裂，γ 是最近邻交叠积分。

假定一维晶链中原子总数为N，试求：

（1）电子的能量与波矢关系E（k）。

（2）能带宽度和带顶空穴及带底电子的有效质量。

（3）设A=0，求能带电子的态密度N（E）。

（4）假定原子有一个价电子，试求T=0时的费米能级

解：（1）设第n个格点上电子的概率幅为



因此第n-1和第n+1个格点上电子的概率幅为



运用欧拉公式，可化简得



即为电子能量色散关系。

（2）不妨取第一布里渊区的波矢，即

当k=0时，对应电子能带底，E（k）取最小值：



当k=时，对应电子能带顶，E（k）取最小值：



故能带宽度为



当k=0时，能带底电子能量的有效质量为



当k=时，能带顶电子能量的有效质量为




能带顶空穴的有效质量为



（3）在E～（E+dE）能量区间内，总波矢数为



当A=0时能态密度为



（4）不妨设晶体有N 个电子，在绝对零度时都分布在费米能及以下。因此，可得



整理可得



易得



7-34　某晶体中电子的等能面是椭球面E（k）=而外加磁场B 相对于椭球主轴方向余弦为cosα，cosβ，cosγ。

（1）求单位体积能态密度g（E）。

（2）建立电子与k1，k2，k3相关的运动方程，并证明电子绕磁场回转频率为



其中






因此等能面围成的椭球体积：



故体积元：



考虑电子自旋，故在能量区间E→（E+dE）内，电子总状态数目为



因此，电子能态密度为



单位体积电子能态密度为



由于外加磁场B 相对于椭球主轴方向余弦为cosα，cosβ，cosγ，故



代入电子运动方程：



可以得到



可得到电子的运动方程：




（3）给出试探解：



代入准运动方程，得到以下关于的线性方程组：



由系数行列式为零：



即



很显然，ω=0无意义。故有







图7-10　波函数图像

7-36　有一个一维单原子链，间距为a，总长度为Na。求解以下问题：

（1）用紧束缚近似求出原子s态能级对应的能带E（k）函数。

（2）求出其能态密度函数N（E）的表达式。

（3）如果每个原子s态只有一个电子，求等于T=0K 的费米能级及处的能态密度N（）。

解：（1）由上面相关题，能带函数：



（2）根据能态密度计算公式：



（3）根据总电子数为N，得



故有

将费米波矢代入E，得费米能级和能态密度为






7-37　实验测得晶格常数为a的金属铜的费米面全部在第一布里渊区中近似为球面，只在〈111〉 方向上伸出8个 “颈”，与第一布里渊区的正六边形边界相截成半径为ρ 的圆。其中一个正六边形边界面是倒格矢Kh=（i+j+k）的垂直平分面，与此倒格矢相应的周期势的傅里叶系数为V（Kh）。用自由电子模型处理在第一布里渊区内费米球的大小，用二重简并的近自由电子近似处理第一布里渊区正六边形边界面上的电子的能态。试求：

（1）费米波矢kF。

（2）详尽地运用近自由电子近似，求出圆周上任意一点的电子能量和周期势的傅里叶系数V（Kh）的关系。

（3）周期势的傅里叶系数V（Kh）与半径ρ的关系。

提示：晶体中每个铜原子只贡献一个自由电子，无论费米面的形状如何，费米面上任何一点的能量都等于费米能。

解：（1）铜具有面心立方结构，每个晶胞的体积为a3，其中包含4个铜原子，每个铜原子提供一个自由电子，则铜的自由电子密度n=从而费米球的半径为



（2）晶体的单电子哈密顿量为



其中，V（r）为周期势，作傅里叶展开有



可以取适当势能零点使V（0）=0，这样可以看作以下两式之和：



在近自由电子近似下，可以看作微扰。

零级近似方程：



即得



方程相应的本征值相应的归一化本征函数其中V 是晶体体积。

第一布里渊区界面上波矢为k 与k′=k-Kh的电子态具有相同的能量，则有



代入单电子薛定谔方程，得



考虑零级近似，得



将上方程分别左乘和，并对全空间积分，由于矩阵元：



以及



再使用以下关系：



得到以下线性方程组：



该线性方程组有非零解的条件是其系数行列式为零，即



解得能量本征值：








附录A　常用物理常数表





附录B　参考符号表

本表按章的顺序罗列各个符号的物理意义。大多数符号所指的物理意义是固定的，所以在不同章中依然可以沿用。一部分符号在不同的章中表达的物理意义不一样，会在各章的表格中再度出现。

第一章


第二章


第三章



第四章


第五章


第六章和第七章



续表
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